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Ciągi – własności ciągów arytmetycznych



 W tym materiale zawarte są wiadomości dotyczące ciągów arytmetycznych. Przypomnisz sobie podstawowe wiadomości na ich temat i poznasz twierdzenia dotyczące ich własności.
Przykład 1
Rozważmy dowolny ciąg arytmetyczny 
[image: ]
 określony dla [image: ]
 i dowolnie wybrany jego wyraz [image: ]
.
Poszukamy zależności pomiędzy wyrazem 
[image: ]
 ciągu oraz wyrazami z nim sąsiadującymi, czyli wyrazem o numerze o jeden mniejszym [image: ]
 oraz wyrazem o numerze o jeden większym [image: ]
. Zauważmy, że są to trzy kolejne wyrazy ciągu. Różnica pomiędzy kolejnymi dwoma wyrazami jest stała.
Mamy więc
[image: ]
,
stąd
[image: ]
.



Własności wyrazów ciągu arytmetycznegoWłasność: Własności wyrazów ciągu arytmetycznego
Ciąg 
[image: ]
 jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny wyraz tego ciągu (poza pierwszym i ostatnim, jeśli ciąg jest skończony) jest średnią arytmetyczną wyrazów sąsiednich

[image: ]
 dla [image: ]
.
Niekiedy łatwiej korzystać z tej równości zapisanej w postaci
[image: ]
.






1Polecenie 1
R1mSEYoIJBMxq11


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/b/PJBZsymREOtwiera się w nowym oknie



 Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0. 
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Spróbuj ponownie




Rozważamy trzy kolejne wyrazy ciągu arytmetycznego. Współrzędne punktu środkowego są średnią arytmetyczną współrzędnych zewnętrznych punktów. Połącz w pary współrzędne środkowego punktu z współrzędnymi punktów zewnętrznych.




[image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]


[image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]


[image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]


[image: ]
, [image: ]
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Połączony z: [image: ]
, [image: ]


[image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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 Przykład 2


Rkn1tWyCwIbn71Animacja przedstawia przykładowe rozwiązanie zadania związanego z ciągiem arytmetycznym, wykorzystujące jego własności.


Film dostępny pod adresem /preview/resource/Rkn1tWyCwIbn7Otwiera się w nowym oknie
Ciag arytmetyczny i jego własnosci_3084
 Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0. 
Animacja przedstawia przykładowe rozwiązanie zadania związanego z ciągiem arytmetycznym, wykorzystujące jego własności.





Przykład 3
Sprawdź, czy ciąg 
[image: ]
 jest arytmetyczny.
Ponieważ 
[image: ]
, więc ten ciąg jest arytmetyczny.



Przykład 4


Re1ip92VNg5Xh1Animacja przedstawia przykładowe rozwiązanie zadania związanego z ciągiem arytmetycznym, wykorzystujące jego własności.


Film dostępny pod adresem /preview/resource/Re1ip92VNg5XhOtwiera się w nowym oknie
Ciag arytmetyczny i jego własnosci_3085
 Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0. 
Animacja przedstawia przykładowe rozwiązanie zadania związanego z ciągiem arytmetycznym, wykorzystujące jego własności.





Zauważmy, że twierdzenie możemy uogólnić. Wybierzmy dowolny wyraz 
[image: ]
, który nie jest pierwszym ani ostatnim wyrazem ciągu, a następnie całkowitą dodatnią liczbę [image: ]
. Mamy wówczas
[image: ]
,
[image: ]
,
[image: ]
.
Wtedy
[image: ]

[image: ]
.
Możemy zatem sformułować twierdzenie.
Uogólnienie własności wyrazów ciągu arytmetycznegoWłasność: Uogólnienie własności wyrazów ciągu arytmetycznego
Dla dowolnego wyrazu ciągu arytmetycznego 
[image: ]
 oraz dowolnej dodatniej liczby całkowitej [image: ]
 mamy
[image: ]
.
Zauważmy, że wyrazy 
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego o różnicy [image: ]
. Zatem twierdzenie to wynika także z twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego.






1Polecenie 2
Wyrazy ciągu można przedstawić w układzie współrzędnych jako punkty leżące na płaszczyźnie, gdzie pierwszą współrzędną jest numer wyrazu ciągu, a drugą współrzędną jest jego wartość. Na podstawie tych informacji wykonaj poniższe polecenie.
RLsEm6FlVbm5r1Animacja prezentuje dwa punkty ciągu arytmetycznego o współrzędnych (1, 7) i (5, -1), które są pierwszym i piątym wyrazem ciągu. W kolejnych krokach należy: znaleźć średnią arytmetyczną danych wyrazów ciągu i zaznaczyć na wykresie trzeci wyraz ciągu, znaleźć średnią arytmetyczną pierwszego i trzeciego wyrazu ciągu i zaznaczyć na wykresie drugi wyraz ciągu, znaleźć średnią arytmetyczną trzeciego i piątego wyrazu ciągu i zaznaczyć na wykresie czwarty wyraz ciągu. Zauważamy, że punkty tworzą ciąg o wzorze ogólnym (a z indeksem dolnym n) =9 -2n.


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/b/PJBZsymREOtwiera się w nowym oknie



 Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0. 
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Ciąg arytmetyczny można przedstawić w postaci punktów w układzie współrzędnych, gdzie pierwsza współrzędna to numer wyrazu ciągu, a druga to jego wartość.
Dopasuj pierwsze cztery wyrazy ciągu do odpowiadającego im wzoru na [image: ]
-ty wyraz ciągu.




[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]


[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]


[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]


[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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 Przykład 5
W pewnym ciągu arytmetycznym wyraz piąty jest równy 
[image: ]
, a wyraz piętnasty [image: ]
. Oblicz wyraz dziesiąty.
[image: ]
.



1
Ćwiczenie 1
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Jaką liczbę należy wpisać pomiędzy liczby [image: ]
 i [image: ]
, żeby otrzymać trzywyrazowy ciąg arytmetyczny? Uzupełnij zdanie, przeciągając w lukę odpowiednią liczbę lub kliknij w lukę i wybierz odpowiedź z listy rozwijalnej.




Należy wpisać liczbę  
.[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]








Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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Pokaż rozwiązanie
[image: ]
.
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Liczby [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 w podanej kolejności tworzą ciąg arytmetyczny, przy czym [image: ]
. Oblicz [image: ]
 i [image: ]
 oraz zaznacz prawidłową odpowiedź.




Zaznacz prawidłową odpowiedź.
	[image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]

Poprawna odpowiedź







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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Pokaż rozwiązaniePonieważ ciąg jest arytmetyczny, to 
[image: ]
. Otrzymujemy więc układ równań
[image: ]
.
Stąd 
[image: ]
, stąd [image: ]
 oraz [image: ]
.









R1RTmRDlARciQ1
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Wyszukaj pary tak, aby powstał ciąg arytmetyczny.




[image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]


[image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]


[image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]


[image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]


[image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]


[image: ]





[image: ]
Połączony z: [image: ]
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Pokaż odpowiedź
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Liczby 
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są w podanej kolejności trzema początkowymi wyrazami ciągu arytmetycznego. Oblicz różnicę tego ciągu.
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 Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0. 


Pokaż podpowiedźSkorzystaj z twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego.





Pokaż rozwiązanieZ twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego mamy
[image: ]

[image: ]

[image: ]
.
Równanie to ma dwa rozwiązania 
[image: ]
, [image: ]
, czyli trzy pierwsze wyrazy ciągu są równe [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 lub [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
. Różnica pierwszego z tych ciągów jest równa [image: ]
, a drugiego [image: ]
.
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Spróbuj ponownie




Dla pewnych liczb [image: ]
 i [image: ]
 wartości wyrażeń [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są czterema początkowymi, kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego [image: ]
. Wyznacz liczby [image: ]
 i [image: ]
, a następnie piąty wyraz tego ciągu. Zaznacz prawidłową odpowiedź.




Zaznacz prawidłową odpowiedź.
	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Poprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź







Wyczyść wszystkoSprawdź
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Pokaż rozwiązaniePonieważ 
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego, to mamy zależność
[image: ]
,
która po przekształceniu ma postać 
[image: ]
.
Ponieważ
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

są trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego, to mamy zależność
[image: ]
,
która po przekształceniu ma postać 
[image: ]
. Otrzymaliśmy więc układ równań:
[image: ]

skąd po dodaniu równań stronami mamy 
[image: ]
, czyli [image: ]
 i [image: ]
.
Cztery pierwsze wyrazy rozważanego ciągu arytmetycznego są równe [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
,
[image: ]
, a więc różnica tego ciągu jest równa [image: ]
 , natomiast piąty wyraz to [image: ]
.
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Nieskończony ciąg liczbowy 
[image: ]
 określony jest wzorem [image: ]
. Wyznacz taką liczbę [image: ]
, dla której ciąg [image: ]
 jest arytmetyczny.
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Pokaż podpowiedźOblicz wyrazy 
[image: ]
 i [image: ]
, a następnie skorzystaj z twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego.





Pokaż rozwiązanieMamy 
[image: ]
, [image: ]
. Ponieważ ciąg [image: ]
 jest arytmetyczny, [image: ]
, czyli [image: ]
. Ostatecznie[image: ]
.








2
Ćwiczenie 7
Wykaż, że dla każdej liczby rzeczywistej 
[image: ]
 ciąg [image: ]
 jest arytmetyczny.
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Pokaż podpowiedźWykorzystaj odpowiednią zależność między kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego, aby ułożyć równanie. Następnie spróbuj wyznaczyć rozwiązania otrzymanego równania.





Pokaż rozwiązanieCiąg ten będzie arytmetyczny, jeżeli 
[image: ]
, czyli [image: ]
, więc [image: ]
, co jest równoważne równaniu tożsamościowemu [image: ]
. Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej [image: ]
 ciąg jest arytmetyczny.
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Kliknij, aby rozpocząć




Wystąpił błąd

Spróbuj ponownie później




Spróbuj ponownie




Liczby [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 w podanej kolejności tworzą ciąg arytmetyczny. Ile wynosi [image: ]
? Zaznacz poprawną odpowiedź.




Zaznacz prawidłową odpowiedź.
	[image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]

Poprawna odpowiedź

	[image: ]

Niepoprawna odpowiedź







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź













 Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0. 



2
Ćwiczenie 9
Rk5DMQkCjp6j2
OBIEKT MULTIMEDIALNY
KLIKNIJ, ABY OTWORZYĆ NA PEŁNYM EKRANIE








Kliknij, aby rozpocząć
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Jaką liczbę należy wstawić pomiędzy liczby [image: ]
 oraz [image: ]
, żeby wraz z nimi utworzyła trzywyrazowy ciąg arytmetyczny? Zaznacz prawidłową odpowiedź.




Zaznacz prawidłową odpowiedź.
	[image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]

Poprawna odpowiedź

	[image: ]

Niepoprawna odpowiedź







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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Pokaż rozwiązanie
[image: ]
.
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Wyznacz liczbę 
[image: ]
, dla której liczby [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 w podanej kolejności tworzą ciąg arytmetyczny.
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Pokaż podpowiedźSkorzystaj z twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego.





Pokaż rozwiązanie
	sposób 
[image: ]




Ciąg 
[image: ]
 jest arytmetyczny dla każdej liczby [image: ]
, która spełnia równanie [image: ]
, a więc gdy [image: ]
. To równanie jest tożsamościowe, więc spełnia je każda liczba rzeczywista [image: ]
. Oznacza to, że dla każdej liczby [image: ]
 liczby [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego.

	sposób 
[image: ]




Zauważmy, że 
[image: ]
 oraz [image: ]
, co oznacza, że dla każdej wartości [image: ]
 podane liczby tworzą ciąg arytmetyczny o różnicy [image: ]
.
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Liczby 
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są w podanej kolejności trzema pierwszymi wyrazami ciągu arytmetycznego. Wyznacz [image: ]
.
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Pokaż podpowiedźSkorzystaj z twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego, a następnie rozwiąż otrzymane równanie kwadratowe.





Pokaż rozwiązanieZ twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego mamy
[image: ]

[image: ]

stąd otrzymujemy równanie kwadratowe 
[image: ]
 mające dwa rozwiązania [image: ]
 oraz [image: ]
.
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Ciąg 
[image: ]
 jest arytmetyczny dla pewnej liczby [image: ]
. Wyznacz tę liczbę.
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Spróbuj ponownie





Drukuj
Wyczyść

Uzupełnij
Pokaż klawiaturę symboli matematycznych

Uzupełnij
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Pokaż podpowiedźSkorzystaj z twierdzenia o zależności pomiędzy trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego, a następnie rozwiąż otrzymane równanie kwadratowe.





Pokaż rozwiązanieCiąg 
[image: ]
 jest arytmetyczny, więc między jego wyrazami zachodzi zależność
[image: ]
.
Stąd otrzymujemy 
[image: ]
. Z własności proporcji możemy to równanie zapisać w postaci
[image: ]
,
stąd
[image: ]
,
więc 
[image: ]
. Jest to równanie kwadratowe, które ma dwa rozwiązania [image: ]
 oraz [image: ]
.








2
Ćwiczenie 13
RhuaakF1CQUXk
OBIEKT MULTIMEDIALNY
KLIKNIJ, ABY OTWORZYĆ NA PEŁNYM EKRANIE








Kliknij, aby rozpocząć




Wystąpił błąd

Spróbuj ponownie później




Spróbuj ponownie




Ciąg [image: ]
 jest arytmetyczny. Wyznacz [image: ]
 i [image: ]
 oraz oblicz dwudziesty wyraz tego ciągu. Zaznacz prawidłową odpowiedź.




Zaznacz prawidłową odpowiedź.
	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Poprawna odpowiedź

	[image: ]
, [image: ]
, [image: ]

Niepoprawna odpowiedź







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź













 Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0. 


Pokaż rozwiązaniePonieważ 
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego, więc mamy
[image: ]
,
co po przekształceniu daje równanie 
[image: ]
.
Ponieważ 
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 są trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego, mamy
[image: ]
,
co po przekształceniu daje równanie 
[image: ]
.
Z pierwszego otrzymanego równania mamy zatem 
[image: ]
.
Pierwsze wyrazy rozważanego ciągu arytmetycznego są więc równe [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, [image: ]
, stąd różnica ciągu jest równa [image: ]
. Dwudziesty wyraz wyliczamy za pomocą wzoru
[image: ]
.
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Znajdź wszystkie liczby dwucyfrowe 
[image: ]
, dla których liczba [image: ]
, podwojona cyfra jej jedności i podwojona cyfra jej dziesiątek są trzema kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego.
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Pokaż podpowiedźZauważ, że dla 
[image: ]
 i [image: ]
 możemy zapisać te trzy liczby jako [image: ]
, [image: ]
 i [image: ]
.





Pokaż rozwiązanieOznaczmy cyfrę jedności szukanej liczby przez 
[image: ]
 oraz cyfrę dziesiątek przez [image: ]
. Ponieważ [image: ]
 i [image: ]
 są cyframi oraz [image: ]
 jest liczbą dwucyfrową, więc [image: ]
, [image: ]
. Mamy wtedy, że [image: ]
. Szukany ciąg ma zatem postać [image: ]
. Z twierdzenia o trzech kolejnych wyrazach ciągu arytmetycznego otrzymujemy równanie [image: ]
, stąd [image: ]
. Wypisane wyżej warunki dla liczb [image: ]
 i [image: ]
 spełniają tylko dwie pary rozwiązań tego równania [image: ]
 oraz [image: ]
. Oznacza to, że istnieją dwie liczby o danej własności [image: ]
 oraz [image: ]
.
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Kliknij, aby rozpocząć
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Spróbuj ponownie później




Spróbuj ponownie




Wiedząc, że w pewnym ciągu arytmetycznym [image: ]
 mamy [image: ]
 oraz [image: ]
, wyznacz czternasty wyraz tego ciągu. Uzupełnij zdanie, przeciągając w lukę odpowiednią liczbę lub kliknij w lukę i wybierz odpowiedź z listy rozwijalnej.




Czternasty wyraz ciągu wynosi [image: ]
  
.[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]








Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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Pokaż rozwiązanie
	sposób 
[image: ]




Zauważmy, że 
[image: ]
, stąd [image: ]
.

	sposób 
[image: ]




Ponieważ 
[image: ]
, mamy [image: ]
. Ze wzoru na czwarty wyraz ciągu [image: ]
, czyli [image: ]
. Stąd [image: ]
. Zatem [image: ]
.
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Spróbuj ponownie później




Spróbuj ponownie




W pewnym ciągu arytmetycznym [image: ]
 oraz [image: ]
. Znajdź [image: ]
. Uzupełnij zdanie, przeciągając w lukę odpowiednią liczbę lub kliknij w lukę i wybierz odpowiedź z listy rozwijalnej.




Wartość [image: ]
 wynosi  
.[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]








Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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Pokaż rozwiązanie
	sposób 
[image: ]




Z własności ciągu arytmetycznego 
[image: ]
, stąd mamy [image: ]
. Ponieważ [image: ]
. Ostatecznie mamy więc [image: ]
.

	sposób 
[image: ]




Ze wzoru na piąty wyraz ciągu arytmetycznego mamy
[image: ]
,
stąd 
[image: ]
, czyli [image: ]
. Suma
[image: ]

[image: ]
.
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Niech 
[image: ]
, [image: ]
, [image: ]
 będą dowolnymi dodatnimi liczbami, takimi że ciąg [image: ]
 jest arytmetyczny. Udowodnij, że ciąg liczb [image: ]
 też jest arytmetyczny.
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Pokaż podpowiedźWykorzystaj odpowiednią zależność między kolejnymi wyrazami ciągu arytmetycznego.





Pokaż rozwiązaniePokażemy, że 
[image: ]
.
Prawa strona jest równa
[image: ]

[image: ]
.
Lewa strona jest równa
[image: ]

[image: ]
.
Z założenia, że ciąg 
[image: ]
 jest arytmetyczny, wiemy, że [image: ]
, co kończy dowód.
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b21b4868dbaa05de3f0b0cd12d3a0eaed56a19de.js
define(['jquery', 'endpoint_tools'], function($, endpoint_tools){

    return {
        connectEmbedUrlGenerator: function(wnd, frame){
            var f = function (e) {
                var response = {
                    'getVideoEmbedUrl': 'videoEmbedUrl',
                    'getAudioEmbedUrl': 'audioEmbedUrl'
                };

                if (e.originalEvent.data.msg == 'getVideoEmbedUrl' ||
                    e.originalEvent.data.msg == 'getAudioEmbedUrl') {

                    var womiId = e.originalEvent.data.womiId;
                    var womiVersion = e.originalEvent.data.womiVersion;
                    if(e.originalEvent.source == frame) {
                        e.originalEvent.source.postMessage({
                            msg: response[e.originalEvent.data.msg],
                            url: endpoint_tools.replaceUrlArgs($('base').data('womi-embed-pattern'), {
                                womi_id: womiId,
                                version: womiVersion
                            }),
                            womiId: womiId,
                            womiVersion: womiVersion,
                            key: (e.originalEvent.data.key ? e.originalEvent.data.key : null)
                        }, '*');
                    }
                }
            };

            $(wnd).on('message', f);

            return function(){
                //disconnect
                $(wnd).off('message', f);
            }
        }
    }
});
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