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R1F3wWAHlwOKANa ilustracji przedstawiono sześcienne metalowe bloczki ułożone jeden na drugim z okrągłymi oknami.
Na ilustracji przedstawiono sześcienne metalowe bloczki ułożone jeden na drugim z okrągłymi oknami.

Kąty między ścianami w czworościanie


 Źródło: Michel
Catalisano, dostępny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.




 Czy wiesz, że kąty dwuścienne występują również w naturze?
Przykładem jest cząsteczka nadtlenku wodoru, która w określonych warunkach występuje w postaci różnych konformerów, jest to struktura zbudowana z tak samo połączonych ze sobą atomów, jednak różniących się położeniem przestrzennym z uwagi na rotację wokół pojedynczych wiązań. W wyniku rotacji cząsteczka przyjmuje różne konformacje i tak poniżej przedstawiono strukturę nadtlenku wodoru w fazie stałej. Występujący w niej kąt dwuścienny jest właśnie wynikiem zmiany konformacyjnej i sprawia, że cząsteczka ta znajduje się w najniższej energetycznie konformacji, co jest kluczowe dla uporządkowania przestrzennego, jakie cechuje kryształy. W fazie gazowej, jak i w fazie ciekłej cząsteczka nadtlenku wodoru zmienia swoją konformację. Przykładowo w cieczy w układzie zaczynają odgrywać istotną rolę oddziaływania wodorowe i to one determinują zmianę konformacyjną, która prowadzi w tym przypadku do zmiany położenia przestrzennego atomów, co prowadzi do eliminacji kąta dwuściennego.
R1Drnk61Wy533Ilustracja przedstawia cząsteczkę nadtlenku wodoru [image: ], która zbudowana jest z atomu wodoru, który łączy się za pomocą wiązania pojedynczego z atomem tlenu, również połączonym wiązaniem pojedynczym z kolejnym atomem tlenu związanym z atomem wodoru. Cząsteczka ma trójwymiarową strukturę tak, że atomy H, O, O’ leżą w jednej płaszczyźnie a atomy O, O’, H’ w drugiej. Płaszczyzny te przecinają się pod kątem wynoszącym 90,2 stopnia, co odpowiada kątowi dwuściennemu. Ponadto w strukturze można wyróżnić kąty pomiędzy atomami H, O, O’ oraz O, O’, H’, które wynoszą po 101,9 stopnia. Taka geometria cząsteczki dla stałego nadtlenku wodoru wynika z faktu, iż struktura ta przyjmuje najniższą energię, a zatem najbardziej korzystny stan energetyczny. W rysunku uwzględniono również długości wiązań O – O’ wynosi 98,8 pikometra, zaś O – H są równe po 145,8 pikometra.
[image: Ilustracja przedstawia cząsteczkę nadtlenku wodoru H2O2, która zbudowana jest z atomu wodoru, który łączy się za pomocą wiązania pojedynczego z atomem tlenu, również połączonym wiązaniem pojedynczym z kolejnym atomem tlenu związanym z atomem wodoru. Cząsteczka ma trójwymiarową strukturę tak, że atomy H, O, O’ leżą w jednej płaszczyźnie a atomy O, O’, H’ w drugiej. Płaszczyzny te przecinają się pod kątem wynoszącym 90,2 stopnia, co odpowiada kątowi dwuściennemu. Ponadto w strukturze można wyróżnić kąty pomiędzy atomami H, O, O’ oraz O, O’, H’, które wynoszą po 101,9 stopnia. Taka geometria cząsteczki dla stałego nadtlenku wodoru wynika z faktu, iż struktura ta przyjmuje najniższą energię, a zatem najbardziej korzystny stan energetyczny. W rysunku uwzględniono również długości wiązań O – O’ wynosi 98,8 pikometra, zaś O – H są równe po 145,8 pikometra.]
Cząsteczka nadtlenku wodoru w stanie stałym
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	Obliczysz miary kątów pomiędzy ścianami w czworościanie.


	Zastosujesz funkcje trygonometryczne do wyznaczania miar kątów dwuściennych.























Przeczytaj



 Przypomnijmy, że w celu wyznaczenia kąta pomiędzy ścianami (zwanego kątem dwuściennymkąt dwuściennykątem dwuściennym) znajdujemy najpierw wspólną krawędź tych dwóch ścian. Następnie do wybranego punktu na tej krawędzi prowadzimy dwa odcinki, jeden zawarty w pierwszej ścianie, drugi – w drugiej, tak aby były one prostopadłe do tej krawędzi. Kąt pomiędzy tymi odcinkami to kąt liniowy kąta dwuściennego (czyli kąt pomiędzy tymi ścianami).
Rfds94yjxRncQIlustracja przedstawia kąt między dwoma sąsiadującymi ze sobą ścianami w kształcie prostokątów o wspólnej krawędzi, tak że ramiona kąta
zaznaczone czerwonym kolorem są zawarte w każdej ścianie
oraz są prostopadłe do tej krawędzi. 
[image: Ilustracja przedstawia kąt między dwoma sąsiadującymi ze sobą ścianami w kształcie prostokątów o wspólnej krawędzi, tak że ramiona kąta
zaznaczone czerwonym kolorem są zawarte w każdej ścianie
oraz są prostopadłe do tej krawędzi. ]


Zastanówmy się, czy zawsze z trójkąta równobocznego o boku długości [image: ] i trzech trójkątów równoramiennych o podstawie długości [image: ] i ramionach długości [image: ] możemy zbudować ostrosłup prawidłowy trójkątny. Zauważmy, że spodek wysokości takiego ostrosłupa pokrywa się z punktem przecięcia wysokości w trójkącie równobocznym. Zatem, aby można było złożyć z tych trójkątów ostrosłup, to długość krawędzi bocznej musi być dłuższa od dwóch trzecich długości wysokości podstawy:
[image: ], czyli [image: ].
Wyznaczymy kąty pomiędzy ścianami tego ostrosłupa.
Przykład 1
W ostrosłupie prawidłowym trójkątnym o długości krawędzi podstawy [image: ] oraz długości krawędzi bocznej [image: ] wyznaczymy kąt pomiędzy ścianą boczną a płaszczyzną podstawy.
Rozwiązanie
Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku.
R1AdpxkKFkXcLNa ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny. Długość krawędzi podstawy oznaczono literą a, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Z wierzchołka A opuszczono wysokość trójkąta, znajdującego się w podstawie, której spodek znajduje się w punkcie E na boku [image: ]. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ostrosłupa, której spodek leży w punkcie F na wysokości [image: ] podstawy. Z wierzchołka D opuszczono również wysokość ściany bocznej do punktu E i oznaczono ją [image: ]. Długość odcinka [image: ] wynosi [image: ]. [image: ] oznaczono alfa.
[image: Na ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny. Długość krawędzi podstawy oznaczono literą a, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Z wierzchołka A opuszczono wysokość trójkąta, znajdującego się w podstawie, której spodek znajduje się w punkcie E na boku BC. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ostrosłupa, której spodek leży w punkcie F na wysokości AE podstawy. Z wierzchołka D opuszczono również wysokość ściany bocznej do punktu E i oznaczono ją h1. Długość odcinka FE wynosi 13h2. ∠DEF oznaczono alfa.]


W celu wyznaczenia kąta pomiędzy ścianą boczną a podstawą obieramy punkt [image: ] będący środkiem krawędzi [image: ]. Zauważmy, że odcinki [image: ] i [image: ] są wysokościami trójkątów [image: ] i [image: ], ponieważ pierwszy trójkąt jest równoramienny a drugi równoboczny wiec spodki obu wysokości dzielą odcinek [image: ] na pół w punkcie [image: ]. Wysokości te są oczywiście prostopadłe do krawędzi [image: ].
Z trójkąta prostokątnego [image: ] wyznaczamy długość wysokości [image: ]:
[image: ].
Ponieważ [image: ], więc [image: ].
Wysokość trójkąta równobocznego [image: ] ma długość [image: ]. Ponadto [image: ].
Z trójkąta prostokątnego [image: ] wyznaczamy:
[image: ].
Znając długości odcinków [image: ] i [image: ] możemy wyznaczyć miarę kąta [image: ].



Przykład 2
W ostrosłupie prawidłowym trójkątnym o długości krawędzi podstawy [image: ] oraz długości krawędzi bocznej [image: ] wyznaczymy kąt pomiędzy ścianami bocznymi tego ostrosłupa.
Rozwiązanie
Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku.
R19HRD3gxswaDNa ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny. Długość krawędzi podstawy oznaczono literą a, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Z wierzchołków A i B opuszczono wysokości ścian bocznych oznaczone literą h, których spodki leżą w punkcie E na krawędzi bocznej [image: ]. [image: ] oznaczono alfa.
[image: Na ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny. Długość krawędzi podstawy oznaczono literą a, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Z wierzchołków A i B opuszczono wysokości ścian bocznych oznaczone literą h, których spodki leżą w punkcie E na krawędzi bocznej CD. ∠AEB oznaczono alfa.]


Trójkąty [image: ] i [image: ] są przystające, więc wysokości prowadzone z wierzchołków [image: ] i [image: ] przetną się punkcie [image: ] leżącym na krawędzi [image: ]. Z poprzedniego przykładu wiemy, że wysokość ściany bocznej opuszczona z punktu [image: ] ma długość [image: ]. Zatem pole ściany bocznej wynosi [image: ]. Pole to jest również równe [image: ], czyli
[image: ],
[image: ].
Korzystając z twierdzenia cosinusów dla trójkąta [image: ] otrzymujemy:
[image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ].
Znając długości odcinków [image: ] i [image: ] możemy wyznaczyć miarę kąta [image: ].



Przykład 3
Uzasadnimy, że w ostrosłupie prawidłowym trójkątnym kąt pomiędzy ścianami bocznymi jest większy od [image: ].
Rozwiązanie
Zauważmy, że z warunku [image: ] wynika, że [image: ], więc
[image: ],
Stąd cosinus kąta pomiędzy ścianami bocznymi [image: ], więc [image: ].



Przykład 4
Dany jest czworościan [image: ], którego podstawą jest trójkąt równoboczny [image: ] o boku długości [image: ], a krawędź [image: ] o długości [image: ] jest prostopadła do płaszczyzny podstawy. Wyznaczymy kąt pomiędzy ścianami [image: ] i [image: ].
Rozwiązanie
Sporządzamy rysunek pomocniczy:
R1LeB0lgnMxFVNa ilustracji przedstawiono czworościan [image: ]. Długość krawędzi podstawy wynosi 4, natomiast długość krawędzi bocznej wynosi trzy. Krawędź boczna [image: ] jest nachylona do krawędzi bocznej pod kątem prostym. Na krawędzi [image: ] zaznaczono punkt F. Z punktu F oraz wierzchołka C poprowadzono proste prostopadłe do krawędzi bocznej [image: ] w punkcie E.
[image: Na ilustracji przedstawiono czworościan ABCD. Długość krawędzi podstawy wynosi 4, natomiast długość krawędzi bocznej wynosi trzy. Krawędź boczna AD jest nachylona do krawędzi bocznej pod kątem prostym. Na krawędzi Ab zaznaczono punkt F. Z punktu F oraz wierzchołka C poprowadzono proste prostopadłe do krawędzi bocznej BD w punkcie E.]


Z trójkątów prostokątnych [image: ] i [image: ] wyznaczamy [image: ]. Zatem trójkąt [image: ] jest trójkątem ostrokątnym.
Wspólną krawędzią ścian [image: ] i [image: ] jest [image: ]. Zaznaczamy wysokość ściany [image: ] opuszczoną z wierzchołka [image: ]. Wysokość ta przecina krawędź [image: ] w punkcie [image: ]. Wyznaczamy odcinek [image: ] prostopadły do krawędzi [image: ]. Punkt [image: ] leży na krawędzi [image: ] lub jej przedłużeniu. W celu wyznaczenia kąta dwuściennego pomiędzy ścianami [image: ] i [image: ] należy wyznaczyć miarę kąta płaskiego [image: ].
Rozważmy ścianę [image: ]:
R17qlIMgweVx0Na ilustracji przedstawiono trójkąt równoramienny [image: ]. Długość podstawy [image: ] wynosi 4, natomiast długości ramion [image: ] oraz [image: ] wynoszą pięć. Z wierzchołka C opuszczono wysokość trójkąta oznaczoną [image: ], której spodek leży w punkcie E na boku BD. Natomiast z wierzchołka D opuszczono wysokość trójkąta oznaczoną [image: ], której spodek znajduje się w punkcie G na podstawie [image: ]. [image: ] oznaczono alfa. Odległość punktu E od wierzchołka B wynosi x.
[image: Na ilustracji przedstawiono trójkąt równoramienny ABC. Długość podstawy AB wynosi 4, natomiast długości ramion BD oraz CD wynoszą pięć. Z wierzchołka C opuszczono wysokość trójkąta oznaczoną h1, której spodek leży w punkcie E na boku BD. Natomiast z wierzchołka D opuszczono wysokość trójkąta oznaczoną h2, której spodek znajduje się w punkcie G na podstawie BC. ∠DBC oznaczono alfa. Odległość punktu E od wierzchołka B wynosi x.]


Z trójkąta prostokątnego [image: ] obliczamy [image: ]. Trójkąt [image: ] jest podobny do trójkąta [image: ] (cecha kąt-kąt-kąt). Zatem [image: ], czyli [image: ].
Ponadto [image: ], czyli [image: ].
Rozważmy ścianę [image: ]:
RavjQHuHB7os7Na ilustracji przedstawiono trójkąt prostokątny [image: ]. Długość przyprostokątnej [image: ] wynosi 3, natomiast przyprostokątnej [image: ] wynosi cztery. [image: ] oznaczono alfa. Zaznaczono punkt F na przyprostokątnej [image: ], z którego poprowadzono prostą prostopadłą do przeciwprostokątnej w punkcie E. Zaznaczono trójkąt prostokątny [image: ], którego przyprostokątna [image: ] ma długość z, przyprostokątna [image: ] ma długość [image: ] oraz przeciwprostokątna [image: ] ma długość y.
[image: Na ilustracji przedstawiono trójkąt prostokątny ABD. Długość przyprostokątnej AD wynosi 3, natomiast przyprostokątnej AB wynosi cztery. ∠ABD oznaczono alfa. Zaznaczono punkt F na przyprostokątnej AB, z którego poprowadzono prostą prostopadłą do przeciwprostokątnej w punkcie E. Zaznaczono trójkąt prostokątny BFE, którego przyprostokątna FE ma długość z, przyprostokątna EB ma długość 85 oraz przeciwprostokątna FB ma długość y.]


Trójkąt [image: ] jest podobny do trójkąta [image: ] (cecha kąt-kąt-kąt). Stąd [image: ], czyli [image: ]. Ponadto [image: ], czyli [image: ], więc [image: ].
Rozważmy trójkąt [image: ]:
RKTuDraBMcYqxNa ilustracji przedstawiono trójkąt [image: ]. Kąt wewnętrzny przy wierzchołku B ma miarę
60 stopni. Długość boku [image: ] wynosi 4, natomiast długość boku [image: ] wynosi dwa.
[image: Na ilustracji przedstawiono trójkąt ABF. Kąt wewnętrzny przy wierzchołku B ma miarę
60 stopni. Długość boku BC wynosi 4, natomiast długość boku BF wynosi dwa.]


Z twierdzenia cosinusów otrzymujemy [image: ], więc [image: ]. Oznaczamy kąt [image: ] przez [image: ]. Wówczas z twierdzenia cosinusów dla trójkąta [image: ] otrzymujemy:
[image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ].
Z tablicy wartości funkcji trygonometrycznych odczytujemy [image: ].



Ciekawostka
W matematyce definiuje się też pojęcie kąta wielościennego. Jest to część przestrzeni domknięta skończoną liczbą kątów płaskich takich, że wszystkie kąty mają wspólny wierzchołek i każde dwa następne kąty mają wspólne ramię.
Na przykład wierzchołek [image: ] wyznacza kąt ograniczony przez kąty płaskie [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] oraz [image: ]. Możemy też powiedzieć, że ten kąt jest wyznaczony przez pięć płaszczyzn przecinających się w punkcie [image: ], które tworzą jego ściany.
R1ElRSsr2oLiXNa ilustracji przedstawiono wierzchołki A,B,C,D i E z których poprowadzono proste, przecinające się w punkcie F. Punkt F tworzy wierzchołek bryły ograniczonej pięcioma płaszczyznami.
[image: Na ilustracji przedstawiono wierzchołki A,B,C,D i E z których poprowadzono proste, przecinające się w punkcie F. Punkt F tworzy wierzchołek bryły ograniczonej pięcioma płaszczyznami.]


Każdy z czterech wierzchołków czworościanu wyznacza kąt trójściennykąt trójściennykąt trójścienny.




Słownik

kąt dwuściennykąt dwuścienny
suma dwóch półpłaszczyzn o wspólnej krawędzi i jednego z dwóch obszarów, które te półpłaszczyzny wycinają z przestrzeni.



kąt liniowy kąta dwiściennegokąt liniowy kąta dwiściennego
kąt płaski będący częścią wspólną kąta dwuściennego oraz płaszczyzny prostopadłej do jego krawędzi.



kąt trójściennykąt trójścienny
część przestrzeni ograniczona przez powierzchnię wyznaczoną przez trzy półproste o wspólnym początku nieleżące w jednej płaszczyźnie; półproste te nazywamy krawędziami kąta trójściennego, a ich wspólny początek wierzchołkiem kąta trójściennego



















Animacja 3D



 Polecenie 1
Przeanalizuj dokładnie poniższą animację 3D. Zastanów się,
dysponując jakimi danymi można wyznaczyć długości odpowiednich odcinków i ostatecznie miarę kąta dwuściennego pomiędzy ścianami bocznymi w czworościanie.



R1JSqXgvHKtTQFilm przedstawia procedure wyznaczania kąta dwuściennego między dwoma ścianami w czworościanie.
Film przedstawia procedure wyznaczania kąta dwuściennego między dwoma ścianami w czworościanie.
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Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DNsTppUebOtwiera się w nowym oknie

Film przedstawia procedure wyznaczania kąta dwuściennego między dwoma ścianami w czworościanie.


Polecenie 2
Wyznacz miarę kąta dwuściennego pomiędzy dwiema ścianami czworościanu foremnego.

Pokaż odpowiedźWprowadźmy oznaczenia jak na rysunku:
RqjVfH7OVOzq3Na ilustracji przedstawiono czworościan o długości krawędzi oznaczonej literą a. Z wierzchołka A opuszczono wysokość trójkąta, znajdującego się w podstawie, której spodek znajduje się w punkcie E na boku [image: ]. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ostrosłupa, której spodek leży w punkcie F na wysokości [image: ] podstawy. Z wierzchołka D opuszczono również wysokość ściany bocznej do punktu E i oznaczono ją literą h. Długość odcinka [image: ] wynosi [image: ]. [image: ] oznaczono alfa.
[image: Na ilustracji przedstawiono czworościan o długości krawędzi oznaczonej literą a. Z wierzchołka A opuszczono wysokość trójkąta, znajdującego się w podstawie, której spodek znajduje się w punkcie E na boku BC. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ostrosłupa, której spodek leży w punkcie F na wysokości AE podstawy. Z wierzchołka D opuszczono również wysokość ściany bocznej do punktu E i oznaczono ją literą h. Długość odcinka FE wynosi 13h. ∠DEF oznaczono alfa.]


Z trójkąta prostokątnego [image: ] otrzymujemy [image: ], więc [image: ].
Odpowiedź:
Ten kąt ma miarę [image: ].







Polecenie 3
W czworościanie [image: ] kąty płaskie [image: ], [image: ] i [image: ] mają miarę [image: ], gdzie [image: ]. Wykaż, że cosinus kąta dwuściennego pomiędzy sąsiednimi ścianami wynosi [image: ].

Pokaż odpowiedźWprowadźmy oznaczenia jak na rysunku:
R1SMvCugUo9E8Na ilustracji przedstawiono ostrosłup o podstawie [image: ] i wierzchołku D. Kąty [image: ], [image: ] I [image: ] oznaczono alfa. Na krawędzi [image: ] zaznaczono punkt F, na krawędzi [image: ] zaznaczono punkt E oraz na krawędzi [image: ] punkt G, takie że kąty [image: ] i [image: ] są kątami prostymi.
[image: Na ilustracji przedstawiono ostrosłup o podstawie ABC i wierzchołku D. Kąty BAD, CAD I CAB oznaczono alfa. Na krawędzi AD zaznaczono punkt F, na krawędzi AB zaznaczono punkt E oraz na krawędzi AC punkt G, takie że kąty EFD i GFA są kątami prostymi.]


Na krawędzi [image: ] (lub jej przedłużeniu) wybieramy punkt [image: ], taki że [image: ].
Na krawędzi [image: ] wybieramy punkt [image: ], że odcinek [image: ] jest prostopadły do krawędzi [image: ]. Podobnie wybieramy punkt [image: ] na krawędzi [image: ], tak że odcinek [image: ] jest prostopadły do krawędzi [image: ]. Z trójkąta prostokątnego [image: ] otrzymujemy: [image: ] i [image: ].
Trójkąt [image: ] jest przystający do trójkąta [image: ] (cecha kąt-bok-kąt). Stąd [image: ] i [image: ].
Stosujemy twierdzenie cosinusów dla trójkąta [image: ]:
[image: ].
Oznaczmy kąt [image: ] przez [image: ]. Stosujemy twierdzenie cosinusów dla trójkąta [image: ]:
[image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ].
Odpowiedź:
[image: ]























Sprawdź się



 1Pokaż ćwiczenia:
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Ćwiczenie 1
RXCbE06I5qKEA
OBIEKT MULTIMEDIALNY
KLIKNIJ, ABY OTWORZYĆ NA PEŁNYM EKRANIE








Kliknij, aby rozpocząć




Wystąpił błąd

Spróbuj ponownie później




Spróbuj ponownie




Wskaż zdania prawdziwe.




Zaznacz prawidłowe odpowiedzi.
	Istnieje ostrosłup prawidłowy trójkątny, którego krawędź podstawy ma długość [image: ] a krawędź boczna ma długość [image: ].
Aby można było stworzyć ostrosłup prawidłowy trójkątny to krawędź boczna musi być większa od dwóch trzecich wysokości podstawy. Wysokość podstawy podanego trójkąta mam miarę [image: ]. Zatem [image: ]. Zauważmy, że [image: ] jest sprzeczne.

	Wszystkie kąty dwuścienne pomiędzy ścianami czworościanu mają takie same miary.
Taka sytuacja jest tylko możliwa w czworościanie foremnnym.

	Istnieje ostrosłup trójkątny, którego krawędź podstawy ma długość [image: ] a krawędź boczna ma długość [image: ].
Poprawna odpowiedź

	Kąt płaski wyznaczony przez dwie krawędzie czworościanu o wspólnym wierzchołku nazwiemy kątem dwuściennym.
Kątem dwuściennym w ostrosłupie nazywamy kąt między ścianami bocznymi.

	W celu zaznaczenia kąta pomiędzy ścianami znajdujemy najpierw wspólną krawędź tych dwóch ścian. Następnie do wybranego punktu na tej krawędzi prowadzimy dwa odcinki, jeden zawarty w pierwszej ścianie, drugi - w drugiej, tak aby były one prostopadłe do tej krawędzi.
Poprawna odpowiedź







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź
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Ćwiczenie 2
R9Dw4kMQuEg4f
OBIEKT MULTIMEDIALNY
KLIKNIJ, ABY OTWORZYĆ NA PEŁNYM EKRANIE








Kliknij, aby rozpocząć




Wystąpił błąd

Spróbuj ponownie później




Spróbuj ponownie




Wpisz poprawną odpowiedź (liczbę całkowitą).




Dany jest sześcian [image: ]. Miara kąta pomiędzy ścianami [image: ] i [image: ] czworościanu [image: ] wynosi około 
[image: ].






Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź















Pokaż rozwiązanieWprowadźmy oznaczenia jak na rysunku:
R1e7HXxHO2P2bNa ilustracji przedstawiono sześcian o podstawie dolnej [image: ] oraz górnej [image: ]. Zaznaczono trójkąt [image: ], którego boki stanowią przekątne dwóch ścian bocznych i podstawy. Z wierzchołka H opuszczono wysokość powstałego trójkąta, którego spodek leży w punkcie I. Punkt I połączono z wierzchołkiem D. [image: ] oznaczono alfa.
[image: Na ilustracji przedstawiono sześcian o podstawie dolnej ABCD oraz górnej EFGH. Zaznaczono trójkąt ACH, którego boki stanowią przekątne dwóch ścian bocznych i podstawy. Z wierzchołka H opuszczono wysokość powstałego trójkąta, którego spodek leży w punkcie I. Punkt I połączono z wierzchołkiem D. ∠DIH oznaczono alfa.]


Ponieważ [image: ], więc z tablic funkcji trygonometrycznych odczytujemy, że [image: ].
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Ćwiczenie 3
Wysokością czworościanu [image: ] o podstawie trójkąta równobocznego [image: ] jest krawędź [image: ]. Niech [image: ] oznacza kąt pomiędzy ścianą [image: ] a podstawą czworościanu. Natomiast [image: ] kąt pomiędzy krawędziami [image: ] i [image: ]. Wówczas:
R163VuMHJYIc3
OBIEKT MULTIMEDIALNY
KLIKNIJ, ABY OTWORZYĆ NA PEŁNYM EKRANIE








Kliknij, aby rozpocząć




Wystąpił błąd

Spróbuj ponownie później




Spróbuj ponownie





Zaznacz prawidłową odpowiedź.
	[image: ]
Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
Niepoprawna odpowiedź

	[image: ]
Poprawna odpowiedź







Wyczyść wszystkoSprawdź

Pokaż odpowiedź















Pokaż rozwiązanieWprowadźmy oznaczenia jak na rysunku:
RCsXbP21a6q9eNa ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny o podstawie [image: ] i wierzchołku D. Krawędź podstawy dolnej oznaczono literą a, natomiast krawędź boczną wielką literą H. Krawędź boczna [image: ] tworzy z krawędzią podstawy kąt prosty. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ściany bocznej [image: ], której spodek leży w punkcie G na krawędzi [image: ]. [image: ] oznaczono alfa. [image: ] oznaczono alfa.
[image: Na ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny o podstawie ABC i wierzchołku D. Krawędź podstawy dolnej oznaczono literą a, natomiast krawędź boczną wielką literą H. Krawędź boczna AD tworzy z krawędzią podstawy kąt prosty. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ściany bocznej BCD, której spodek leży w punkcie G na krawędzi BC. ∠AGB oznaczono alfa. ∠ABD oznaczono alfa.]


Ponieważ [image: ], [image: ], więc [image: ].
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Ćwiczenie 4
Dany jest ostrosłup prawidłowy trójkątny o długości krawędzi podstawy [image: ] i objętości [image: ]. Wyznacz miarę kąta pomiędzy ścianą boczną a płaszczyzną podstawy.

Pokaż rozwiązanieWprowadźmy oznaczenia jak na rysunku:
R1YO7siMYi3zbNa ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny. Długość krawędzi podstawy wynosi 6, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Z wierzchołka A opuszczono wysokość trójkąta, znajdującego się w podstawie, której spodek znajduje się w punkcie E na boku [image: ]. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ostrosłupa, której spodek leży w punkcie F na wysokości [image: ] podstawy. Z wierzchołka D opuszczono również wysokość ściany bocznej do punktu E. [image: ] oznaczono alfa.
[image: Na ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny. Długość krawędzi podstawy wynosi 6, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Z wierzchołka A opuszczono wysokość trójkąta, znajdującego się w podstawie, której spodek znajduje się w punkcie E na boku BC. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ostrosłupa, której spodek leży w punkcie F na wysokości AE podstawy. Z wierzchołka D opuszczono również wysokość ściany bocznej do punktu E. ∠DEA oznaczono alfa.]


Na rysunku zaznaczone są wysokości [image: ], [image: ] i [image: ]. Pole podstawy [image: ]. Niech [image: ], wtedy objętość ostrosłupa wynosi [image: ], czyli [image: ]. Stąd [image: ].
Ponieważ [image: ], więc [image: ]. Stąd [image: ].





Pokaż odpowiedźMiarą szukanego kąta jest [image: ].
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Ćwiczenie 5
Dany jest ostrosłup prawidłowy trójkątny o polu podstawy [image: ] i polu powierzchni bocznej [image: ]. Wyznacz miarę kąta pomiędzy ścianami bocznymi tego ostrosłupa.

Pokaż rozwiązanieWprowadźmy oznaczenia jak na rysunku:
RFMJozoNYTjgZNa ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny o podstawie [image: ] i wierzchołku D. Długość krawędzi podstawy oznaczono literą a, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Krawędź [image: ] tworzy z krawędzią podstawy kąt prosty. Z wierzchołków A i C opuszczono wysokości ścian bocznych, których spodek leży w punkcie E na boku [image: ]. [image: ] oznaczono alfa.
[image: Na ilustracji przedstawiono ostrosłup prawidłowy trójkątny o podstawie ABC i wierzchołku D. Długość krawędzi podstawy oznaczono literą a, natomiast długość krawędzi bocznej oznaczono literą b. Krawędź AD tworzy z krawędzią podstawy kąt prosty. Z wierzchołków A i C opuszczono wysokości ścian bocznych, których spodek leży w punkcie E na boku BC. ∠AEC oznaczono alfa.]


Ponieważ [image: ], więc [image: ].
Rozważmy ścianę [image: ]:
R1VV4Pveqku1yNa ilustracji przedstawiono trójkąt równoramienny [image: ]. Długości ramion oznaczono literą b, natomiast długość podstawy wynosi dwanaście. Z wierzchołka C opuszczono wysokość trójkąta do boku [image: ] w punkcie E i oznaczono ją [image: ]. Z wierzchołka D opuszczono wysokość trójkąta do podstawy [image: ] w punkcie G i oznaczono ją [image: ]. Punkt G stanowi środek podstawy trójkąta.
[image: Na ilustracji przedstawiono trójkąt równoramienny ABC. Długości ramion oznaczono literą b, natomiast długość podstawy wynosi dwanaście. Z wierzchołka C opuszczono wysokość trójkąta do boku BD w punkcie E i oznaczono ją h1. Z wierzchołka D opuszczono wysokość trójkąta do podstawy BC w punkcie G i oznaczono ją h2. Punkt G stanowi środek podstawy trójkąta.]


Z trójkąta prostokątnego [image: ]: [image: ].
Ponadto [image: ], więc [image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ]
Z podobieństwa trójkątów [image: ] i [image: ] (cecha kąt-kąt-kąt) [image: ], czyli [image: ].
Stosując twierdzenie cosinusów do trójkąta [image: ] otrzymujemy:
[image: ],
[image: ],
[image: ],
[image: ].
Z tablic trygonometrycznych odczytujemy, że [image: ].





Pokaż odpowiedźSzukany kąt ma miarę [image: ].
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Ćwiczenie 6
Dany jest prostopadłościan [image: ], gdzie [image: ] jest kwadratem o przekątnej długości [image: ]. Kąt nachylenia ściany bocznej [image: ] do podstawy [image: ] czworościanu [image: ] wynosi [image: ]. Udowodnij, że przekątna prostopadłościanu [image: ] ma długość [image: ].

Pokaż rozwiązanieWprowadźmy oznaczenia jak na rysunku:
RqyaMZho43pq3Na ilustracji przedstawiono sześcian o podstawie dolnej [image: ] oraz górnej [image: ]. Zaznaczono trójkąt [image: ], którego boki stanowią przekątne dwóch ścian bocznych i podstawy. Przekątną [image: ] oznaczono literą d. Z wierzchołka H opuszczono wysokość powstałego trójkąta, którego spodek leży w punkcie I. Punkt I połączono z wierzchołkiem D. [image: ] oznaczono alfa. Kolorem pomarańczowym zaznaczono przekątną [image: ] sześcianu.
[image: Na ilustracji przedstawiono sześcian o podstawie dolnej ABCD oraz górnej EFGH. Zaznaczono trójkąt ACH, którego boki stanowią przekątne dwóch ścian bocznych i podstawy. Przekątną AC oznaczono literą d. Z wierzchołka H opuszczono wysokość powstałego trójkąta, którego spodek leży w punkcie I. Punkt I połączono z wierzchołkiem D. ∠DIH oznaczono alfa. Kolorem pomarańczowym zaznaczono przekątną AG sześcianu.]


Z trójkąta prostokątnego [image: ] otrzymujemy, że przekątna prostopadłościanu [image: ]. Z trójkąta prostokątnego [image: ] otrzymujemy [image: ], więc [image: ].
Stąd
[image: ]
[image: ].
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Ćwiczenie 7
Dany jest czworościan [image: ], w którym podstawa [image: ] jest trójkątem prostokątnym o kącie prostym [image: ]. Wiedząc, że [image: ] i [image: ] oblicz miarę kąta dwuściennego pomiędzy ścianami [image: ] i [image: ] oraz [image: ] i [image: ].

Pokaż rozwiązanieSporządźmy rysunek pomocniczy:
RrVduNJPsT2t4Na ilustracji przedstawiono ostrosłup trójkątny o podstawie [image: ] i wierzchołku D. Długość przyprostokątnych [image: ] i [image: ] trójkąta w podstawie wynosi dwa. Długość krawędzi bocznej wynosi pierwiastek drugiego stopnia z pięć. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ściany bocznej [image: ], której spodek leży w punkcie F na krawędzi [image: ]. Z wierzchołka D opuszczono także wysokość ściany bocznej [image: ], której spodek leży w punkcie E na krawędzi [image: ]. [image: ] oznaczono alfa, natomiast [image: ] oznaczono beta.
[image: Na ilustracji przedstawiono ostrosłup trójkątny o podstawie ABC i wierzchołku D. Długość przyprostokątnych AC i BC trójkąta w podstawie wynosi dwa. Długość krawędzi bocznej wynosi pierwiastek drugiego stopnia z pięć. Z wierzchołka D opuszczono wysokość ściany bocznej BAD, której spodek leży w punkcie F na krawędzi AB. Z wierzchołka D opuszczono także wysokość ściany bocznej ACD, której spodek leży w punkcie E na krawędzi AC. ∠DFC oznaczono alfa, natomiast ∠DEF oznaczono beta.]


Trójkąty [image: ] i [image: ] są trójkątami równoramiennymi, więc wysokości opuszczone z wierzchołków [image: ] i [image: ] przetną się w połowie krawędzi [image: ]. Oznaczamy ten punkt przez [image: ]. Długość krawędzi [image: ] jest równa przekątnej kwadratu o boku [image: ], czyli [image: ]. Ponadto [image: ]. Z twierdzenia Pitagorasa dla trójkąta prostokątnego [image: ] otrzymujemy [image: ].
Ponieważ [image: ], więc z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, że kąt [image: ] jest kątem prostym.
Trójkąt [image: ] jest trójkątem równoramiennym, więc wysokość opuszczona z wierzchołka [image: ] przecina bok [image: ] w połowie. Oznaczmy ten punkt przez [image: ]. Poprowadźmy z punktu [image: ] półprostą prostopadłą do boku [image: ]. Kąt [image: ] jest kątem prostym, więc półprosta ta jest równoległa do krawędzi [image: ]. Ponieważ [image: ], więc z twierdzenia Talesa wiemy, że punkt przecięcia półprostej o początku [image: ] i równoległej do odcinka [image: ] połowi odcinek [image: ]. Z twierdzenia Talesa [image: ], czyli [image: ].
Ponieważ prosta [image: ] jest prostopadła do prostych [image: ] i [image: ], więc jest również prostopadła do prostej [image: ], czyli kąt [image: ] jest kątem prostym. Stąd [image: ]. Stąd [image: ].





Pokaż odpowiedźMiara kąta dwuściennego pomiędzy ścianami [image: ] i [image: ] wynosi [image: ] oraz pomiędzy ścianami [image: ] i [image: ] wynosi [image: ].
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Ćwiczenie 8
Dany jest czworościan [image: ] o podstawie trójkąta prostokątnego [image: ], w którym kąt [image: ] jest kątem prostym oraz [image: ]. Ściana [image: ] jest trójkątem równobocznym. Natomiast ściana [image: ] jest trójkątem prostokątnym o kącie prostym [image: ]. Oblicz miarę kąta pomiędzy ścianami [image: ] i [image: ].

Pokaż rozwiązaniePrzyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
RJNIXdeu2hyxuNa ilustracji przedstawiono czworościan o podstawie [image: ] i wierzchołku D. W podstawie znajduje się trójkąt z kątem prostym przy wierzchołku B. Długości krawędzi oznaczono [image: ]. Krawędź [image: ] tworzy z krawędzią boczną kąt prosty. Z wierzchołka C opuszczono wysokość ściany bocznej, której spodek leży w punkcie E na boku [image: ].
Z punktu F na krawędzi AB poprowadzono prostą prostopadłą do krawędzi [image: ] w punkcie E. 
[image: Na ilustracji przedstawiono czworościan o podstawie ABC i wierzchołku D. W podstawie znajduje się trójkąt z kątem prostym przy wierzchołku B. Długości krawędzi oznaczono 2a. Krawędź DC tworzy z krawędzią boczną kąt prosty. Z wierzchołka C opuszczono wysokość ściany bocznej, której spodek leży w punkcie E na boku BC.
Z punktu F na krawędzi AB poprowadzono prostą prostopadłą do krawędzi BD w punkcie E. ]


Z trójkąta prostokątnego [image: ] wyznaczamy [image: ], czyli kąt [image: ] ma miarę [image: ]. Z trójkąta [image: ] prostokątnego [image: ], [image: ], [image: ] otrzymujemy [image: ] i [image: ].
Ponieważ trójkąt [image: ] jest równoboczny, więc trójkąt [image: ] jest trójkątem prostokątnym [image: ], [image: ], [image: ]. Stąd [image: ] i [image: ].
Z trójkąta prostokątnego [image: ] otrzymujemy [image: ].
Oznaczmy kąt [image: ] przez [image: ]. Wówczas z twierdzenia cosinusów dla trójkąta [image: ] otrzymujemy:
[image: ],
[image: ],
[image: ]. Z tablic funkcji trygonometrycznych odczytujemy, że [image: ].





Pokaż odpowiedźMiarą szukanego kąta jest [image: ].
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1 – 6.
Materiały pomocnicze:
CzworościanPxO8sFtCHCzworościanOtwiera się w nowym oknie
Wskazówki metodyczne:
Animacja 3D może zostać wykorzystana na lekcji o odcinkach w czworościanie.
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