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W tejlekcji kontynuujemy wyprowadzenie wzorow redukcyjnych. Naszym gtownym celem
jest nabycie umiejetnosci obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego
argumentu rzeczywistego (kata o dowolnej mierze).

Tym razem zajmiemy si¢ wzorami dla katow o mierze z przedziatu (7r; % ) Wzory
wyprowadzimy na dwa sposoby. Pierwszy bedzie korzystat bezposrednio z definicji, drugi -
ze znanych wilasnos$ci funkciji trygonometrycznych. W ramach ¢wiczen udowodnisz tez
kilka tozsamosci trygonometrycznych, korzystajgc przy tym z poznanych wcze$niej
zaleznoSci i wiasnosci.

Twoje cele

» Zastosujesz wybrane wzory redukcyjne do obliczania wartosci funkcji
trygonometrycznych katow o miarach z przedziatu (m; 22).

o Zastosujesz wybrane wzory redukcyjne do przeksztalcania wyrazen
trygonometrycznych.

o Zastosujesz wybrane wzory redukcyjne do dowodzenia tozsamosci

trygonometrycznych.




Przeczytaj

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych umieScimy w potozeniu standardowym katy
o miarach a oraz m + a, gdzie o € (0; %)

Zauwazmy, ze poniewaz kat o mierze « jest ostry (drugie ramie lezy w I ¢wiartce uktadu),
kat o mierze m + « jest wkleslty (drugie ramie lezy w III ¢wiartce uktadu).

“Y

Na drugim ramieniu kgta wybieramy punkt A o wspotrzednych (z;y) i promieniu
wodzgcym r. Na drugim ramieniu kata o mierze m + o wybieramy taki punkt A’, ktérego
promien wodzgcy jest rowniez rowny r. Wowczas, przy oznaczeniach jak na rysunku
powyzej, kat A’OP, ma miare¢ «, za$ trojkaty prostokatne AOP; oraz A’OP, s3 przystajgce
na mocy cechy kat-bok-kat. Wynika stad, ze wspotrzedne punktu A’ sg réwne (—z; —y).

Zauwazmy teraz, ze wprost z definicji funkcji trygonometrycznych zachodza nastepujace
rownosci:

sinaz% sin(7r+a):_7y=_%
cosa = cos(7r—|—a):*7w:_%
tgar = tg(r+a) = = = ¢

Otrzymujemy zatem nastepujace rOwnosci:
sin(m + a) = —sina,

cos(m+ a) = —cosq,



tg(mr+a) =tgadlaz # 5 +k-7m, kcZ

Chociaz powyzszy dowod zostal przeprowadzony dla kata ostrego «, to wzory redukcyjne
pozostaja prawdziwe dla kata o dowolnej mierze, dla ktorej okreslona jest funkcja tangens.

Powyzsze tozsamos$ci mozna uzyskac, stosujac wzory redukcyjne dla katow m — a.
Zauwazmy, ze o = —(—a). Wowczas sin(7 + a) = sin(r — (—a)).

Przypomnijmy, ze dla dowolnego kata  prawdg jest, ze sin(m — x) = sin z. Jesli podstawimy
—a = z, to otrzymamy sin(—a), co z nieparzysto$ci funkcji sinus daje sin(—a) = —sin a.

Powyzsze rozumowanie mozemy zapisa¢ w postaci ciggu rownosci:
sin(m + a) = sin(7 — (—a)) = sin(—a) = —sina.

Analogicznie mozemy postapi¢ z funkcja cosinus (pami¢tajgc, ze cosinus jest funkcjg
parzystg oraz cos(m — ) = — cos x):

cos(m + a) = cos(m — (—a)) = — cos(—a) = — cos

oraz z funkcjg tangens (pamie¢tajac, ze tangens jest funkcja nieparzystg oraz
tg(m — z) = —tgx):

tg(r + a) = tg(r — (—a)) = —tg(—a) = —(—tga) = tga.
Przyktad 1

Obliczymy wartosci podanych wyrazen trygonometrycznych.

a)sin% :sin(ﬁ—l— %) = —sin % :_%
b)cos% :cos(ﬂ'+ %) = —cos % :_§

otgf =tg(r+ ) =tgF =1

Przyktad 2
Korzystajgc z tablic trygonometrycznych, obliczymy warto$ci funkcji
trygonometrycznych kata o mierze %
. sin a .
t
af’] cos ga Al’]
0 0,0000 0,0000 90
1 0,0175 0,0175 89

2 0,0349 0,0349 88
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sin o

al’] cos tg o Al

7 0,1219 0,1228 83
8 0,1392 0, 1405 82
9 0,1564 0,1584 81
35 0,5736 0,7002 55
36 0,5878 0,7265 54
37 0,6018 0, 7536 53
46 0,7193 1,0355 44
47 0,7314 1,0724 43
48 0,7431 1,1106 42
53 0, 7986 1,3270 37
54 0, 8090 1,3764 36
55 0, 8192 1,4281 35
81 0, 9877 6,3138 9

82 0,9903 7,1154 8

83 0,9925 8,1443 7

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze % = 7+ ¢ . Zatem przydadza si¢ nam wartosci funkcji

trygonometrycznych kgta o mierze £, ktore odczytujemy z tablic trygonometrycznych.
Kat o mierze tukowejrownej £ ma miare stopniowg rowng 36°. Stagd mamy:

sin ¢ =~ 0, 5878,
cos £ ~ 0,8090,
tg T ~ 0, 7265.

Zatem:



Przyktad 3

S (g T e ) =2

Obliczymy warto$¢ wyrazenia sin  + cos .

Wiadomo, ze x € ( 5 ,O) oraz

Rozwigzanie

Przeksztalcimy rownos¢ dang w zalozeniu, korzystajac z nastepujacych tozsamosci:

cos(m — ) = — cosz,
sin(m + x) = —sinz,
cos(m + ) = — cosz,

tg(m+ x) = tgw,
sin(% — w) = Cos T.

Mamy wiec:

3sin(m+x)
y +

cos(m+z)

(3 =a) +tg(mr+ ) =2

—cos(m—z

—3sinx + —CcosT —|—tg$=2

Cos T Cos T

—3Jtgr —1+tgx =2

—2tgx =3
tgx = —%
sineg __ _ 3
cost 2
: _ 3
sinx = —5cosz.

Skorzystamy z tozsamoéci sin® z + cos? z = 1.

2
(—%cos a:) +cos?z =1
%0052 z+coslx=1

143 coslz =1



Poniewaz z € (0; Z), wiec cosz > 0.Stad cosz = 4/ 15 = —2 2vi3

13~ i3 13

Mozemy teraz wyznaczyc¢ sin x:

. _ 3 _ 3 2/13 _  3V/13
sinz = —5cosc=—%5 3~ = —33--
Zatemsinz + cosz — — Y3 4 2V18 _ VI3
13 13 13
Przyktad 4
’ . . T . . 1371.
Porownamy liczby sin {5 i — sin 55
Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze
: 137 L ( + l) o i t
sin 55 = sin(7 + g3 ) = —sin 75, zatem
13T o m
—sin 55+ = sin 5.

, . . . s : Y
Zatem mamy do poréwnania liczby sin {3 oraz sin 15 .

Mozemy je porownac, korzystajac z definicji funkcji sinus dowolnego kata. UmieS¢my
dwa katy o miarach a i 8 takie, ze a < B.

Na drugich ramionach tych katow wybierzmy odpowiednio punkty A i B, ktérych
promienie wodzgce sg rowne 1.

0,61
0,41

0,21

—04 02 0
021

-0,4]

Zauwazmy, ze



SIHQZTZT:yA
oraz

3 __ Y _ Yp __
sinff = <% = T = ys.

Zatem jesli promienie wodzace punktow A i B sa rowne 1, to drugie wspotrzedne tych
punktow sg réwne sinusom odpowiednich katow. Mozemy zaobserwowac, ze
w przypadku katow ostrych a i B zachodzi

a< fB=ys<yp=sina <sinp.

s

: - : :
W naszym przypadku poniewaz {3 < <5, wiec mamy, ze

: T : T i 13T
Sin 13 < sin 13 — S11 T2 -

Stownik
wzory redukcyjne

zestaw wzorow pozwalajacych redukowac argumenty funkciji trygonometrycznych do
miar z przedziatu (0; %) w celu wyliczenia wartosci tych funkcji

jedynka trygonometryczna

tozsamos¢ trygonometryczna, ktora orzeka, ze suma kwadratow sinusa i cosinusa
dowolnego argumentu jest rowna 1; wzor ten nazywamy tez trygonometryczng wersjg
twierdzenia Pitagorasa




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj wyprowadzenie wzoréw redukcyjnych dla katow m + a.

Polecenie 2

Potacz w pary wyrazenia o rownych wartosciach.

sin 230° sin40°
cos 230° —cos 50°
cos 260° —sin 80°
sin 260" —cos 80°
sin 200° —sin20°
cos 200° cos40”
—cos 220° —sin50°

—sin 220° —cos20°



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary wyrazenie trygonometryczne i jego wartosc.

s I
Sin 3

_ Arm
Cos 3

i
COS 3

sm
COS

—_

S

w



Cwiczenie 2

O

Korzystajac z tablic trygonometrycznych, dopasuj wartosci funkcji trygonometrycznych dla
katéw o podanych miarach.

..............

..............

..............

3 1371' ~ !
S1n o0 ~

137
Ccos =5~ A

1371',\_,:' _____________
tg 55 ~!

\ 0, 482 ] \ —0,588 ] \ 1,376 ] \ —0,901 ] \ 0,434 ] \ —0,809 ]

Cwiczenie 3

Przyporzadkuj podane wyrazenia tak, aby byty tozsamosciowo rowne tym znajdujgcym sie

w nagtédwkach. Przeciagnij i upusé.

sin x

sin ¢

C(

DS T

— COS T

tg

tgx




Cwiczenie 4

2cos(50° —x)44sin(140° —x)
sin(40°+xz)+3 sin(220°+z)

dlaxz # —40° + k- 180°, k € Z.
Uporzadkuj ponizsze wyrazenia, aby otrzymac rozwigzanie zadania.

Oblicz wartos¢ wyrazenia

_ 2c0s(90°—(40°+x))+4sin(140" —x)
sin(40°+xz)+3sin(220° +x)

2sin(40°+x)+4sin(140"—z)
sin(40° +z)+3sin(220° +z)

o

25sin(40° +x)+4sin(40° +z) o
sin(40°+x)+3sin(180°+(40°+x))

6sin(40°+z)
—2sin(40°+z)

2sin(40°4-x)+4sin(40"+z)
sin(40°+z)+3sin(220°+z)

2sin(40°+z)+4sin(40" +x)
sin(40° +xz)—3sin(40° +x)

2cos(50° —x)+4sin(140" —x)
sin(40° +z)+3 sin(220° +z)

2sin(40° +x)+4sin(180° — (40" +z))
sin(40°+xz)+3 sin(220°+z)

112

114

114

O

14

114

114

114

O



Cwiczenie 5

Wskaz wyrazenia prawdziwe.

o o o o 0o o o o

O

s T 3
Sin g > CcoSs <

120 127
cos 3" = cos(—f")
117 s

COS 0 < CcoSs 10
8 s
COSs o < COS(—g)

i T din T
sin g = sin 3

s 127

tg 1T =t8 17

—tg {5 > tg(— )

s Im s 97
sin -3 < sin 3

Cwiczenie 6

Wykaz, ze jeslitylko z # k - 5, k € Z, to wyrazenie

1

—3sin(m+z)+2sin(2r+x)+4 cos(% —x)

tg(ntz)

3 cos(—z)+2 cos(m+x)

przyjmuje statg wartos¢ niezaleznie od wartosci x.



Cwiczenie 7 @

Aby przeksztatci¢ wyrazenie sin(% — :(:) mozemy postgpi¢ nastepujaco:

sin(% — :c) = sin(7r+ 5 = x) = sin(7r+ (% — a:))

Na mocy wzoru redukcyjnego sin(m + a) = — sin @, przyjmujac, ze @ = 5§ — , prawda jest,
zesin(m+ (§ —z)) = —sin(§ — ).

Na mocy wzoru redukcyjnego mamy, ze — sin(% — x) = —cCcos <.

Zatem sin(% — x) = —CosZ.

Na podstawie powyzszego rozumowania rozwiaz test umieszczony ponizej. Wskaz poprawne
odpowiedzi.

Pytanie
Wyrazenie
cos (3 — @) jest —sinz () sinz () cosz ()
dla kazdej liczby «
rowne:

Wyrazenie
tg(?’—27r — a:) jest dla )
kazdej (o ile tangens tgx (O —tgz () wr O
istnieje) liczby x
rowne:
Wyrazenie
(8 ) -cos(d 1)
jest dla kazdej liczby «
rowne:

sinz () cos’z () sinz-cosz ()

Wyrazenie
)S(%—x).cos(%—x) 9 .2 )
_ {_
jest dla kazdej liczby x sin“z O sin“z (O cos’z ()

rowne:

Wyrazenie
tg(m+ z) - sin(§ — x) . . B
jest dla kazdej (o ile —sinz () sinz () smero ()
tangens istnieje) liczby
rowne:



Cwiczenie 8
Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Liczba cos 205° jest réwna:
—sin25° —cos25° —sin65°

Wiadomo, ze cos 15° ~ 0, 966. Wdwczas:
sin15° ~ 0,259 cos 195° ~ —0,966 sin 195" ~ 0, 259

Wskaz prawdziwa relacje miedzy podanymi liczbami.

s 18w 18w s 187w __ 187 _:.. 18« 187
S =~ > Cos 7 SN % = COS |= SIN = < cos a7

Wskaz wyrazenia tozsamosciowo rowne wyrazeniu sin x.
sin(m — ) —sin(7w + ) — sin(7 — z)

Wyrazenie cos(m + ) - sin(m — ) jest dla kazdej liczby = réwne:

—sin?z —cos?z —sinz - cos T

Wyrazenie cos(m + z) - sin(% — a:) jest dla kazdej liczby x réwne:

sinz cos?z sinz - cosz



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzory redukcyjne dla katow 7 + «

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen speilnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto

4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wybrane wzory redukcyjne do obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych
katow o miarach z przedzialu (7r, % )

 stosuje wybrane wzory redukcyjne do przeksztatcania wyrazen trygonometrycznych.

 stosuje wybrane wzory redukcyjne do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
o dyskusja;



o liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Wzory redukcyjne dla katow m + a” i celow
lekcji. Okreslenie wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczylem sie...



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzystac¢ na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie ,Wzory redukcyjne dla katow 7 + o
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