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Kat jako miara obrotu

Zrédto: arifarca z Pixabay, domena publiczna.

Uzywane obecnie jednostki czasu (godzina rowna 60 minut i minuta rowna 60 sekund) oraz
miara kata (stopien dzieli si¢ na 60 minut a minuta na 60 sekund) pochodzg

z szeSc¢dziesigtkowego zapisu liczb stworzonego ponad 4 tysigce lat temu przez
Babilonczykow.


https://pixabay.com/pl/users/arifarca-5096113/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2241125
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2241125

Zegar

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale okreslimy kat jako miare obrotu. Wprowadzimy rowniez pojecie kata
skierowanego i jego miary glowne;.

Twoje cele

» Poznasz pojecie kata skierowanego.
o Wyznaczysz miare gtowna kata skierowanego.

» Postuzysz si¢ katem jako miarg obrotu przy rozwigzywaniu zadan.



Przeczytaj

Aby okresli¢ miare kata, nalezy zdefiniowac¢ kat jednostkowy, a nastepnie stwierdzi¢, ile
razy kat jednostkowy miesci si¢ w danym kacie. Przypomnijmy podstawowe informacije
dotyczace miary stopniowej kata.

Miara stopniowa

Kat pelny ma 360 rownych czesci zwanych stopniami; 1 stopien to ﬁ czeS¢ kata pelnego.
Stopnie dzielimy na minuty (1° = 60’) minuty na sekundy (1’ = 60”).

W mierze stopniowe;j:

 kat zerowy ma miare a« = 0°;

« kat ostry ma miare a € (0°;90°);

 kat prosty ma miare a = 90°;

e kat rozwarty ma miare o € (90°;180°);
e kat potpelny ma miare o = 180°;

o kat wklesty ma miare a € (180°;360°);
 kat pelny ma miare o = 360°.

Katy, o ktérych wspominaliSmy wyzej, maja miary z przedziatu (0°;360°).
Liczby, np. 2330°, (—6320°), 1260° nie byty miarami zadnych katow.
Rozszerzamy wiec pojecie kata, wprowadzajac kat jako miare obrotu.

Kat jako miara obrotu

Kat ptaski, ktorego jedno rami¢ wyr6zniamy jako poczatkowe, a drugie jako koncowe,
nazywamy katem skierowanym. Kat skierowany otrzymujemy przez obrot na ptaszczyznie
potprostej o poczatku w punkcie O. Obrot dookota punktu O moze odbywac sie¢ w dwéch
kierunkach. Kierunek przeciwny do ruchu wskazéwek zegara przyjmujemy za dodatni,
kierunek zgodny z ruchem wskazowek zegara przyjmujemy za ujemny.
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Niech a bedzie katem skierowanym. Wybierzmy uktad wspotrzednych XOY tak, aby
wierzchotek kata a byt poczatkiem tego uktadu a dodatnia potos X poczatkowym
ramieniem kata skierowanego. Pétprosta OP jest ramieniem koncowym kata skierowanego.

VA

Przyjmujemy, ze miara kata skierowanego jest liczbg dodatnig, gdy potprosta OP zakreslita
kat w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara:



Przyjmujemy, ze miara kata skierowanego jest liczba ujemng, gdy potprosta O P zakreélita
kat w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara:

Potprosta OP mozemy obroci¢ catkowitg ilos¢ razy w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara i dodatkowo jeszcze o kat ostry a.

Kazdy catkowity obrot to obrét o 360°. Jezeli wykonano k obrotow, to potprosta zakreslita
kat: k- 360" + o, k € Z.

Gdy polprostg OP obrécimy catkowitg ilo$¢ razy w kierunku zgodnym z ruchem
wskazowek zegara i dodatkowo jeszcze o kat ostry a, to przy k peinych obrotach polprosta



zakresli kat: —k - 360" — a, k € Z.

Kazdy kat o mierze stopniowej mozna przedstawié w postaci: k - 360° + «, gdzie
a€<0°,360°)ik c Z.

Kat k- 360° + «, gdzie a € <0°,360°) i k € Z, jest miarg pelnych obrotow potprostej OP
wokot punktu O i obrotu o kat o (w kierunku: zgodnym z ruchem wskazowek zegara, gdy
k < 0,aw przeciwnym, gdy k£ > 0). Ramiona kata k - 360" + «, gdzie k € Z, pokrywaja si¢
z ramionami kata o, wiec katy te mozemy ze sobg utozsamiac.

Przyktad 1
Narysujemy kgt o mierze 135°

Rozwigzanie

Przyktad 2
Narysujemy kgt o mierze (—135°).

Rozwigzanie




Przyktad 3

Przedstawimy katy o miarach 1100° i (—1060°) w postaci k - 360° + «, gdzie
a€(0°;360°)ikec Z.

Rozwigzanie

1100" = 360" + 360" + 360" +20° = 3-360° + 20~
—1060° = —360° + —360° + (—360°) + 20° = —3-360° +20°

Zauwazmy, ze miare¢ kata 20° mozemy traktowac jako reszte z dzielenia liczb 1100° i
(—1060°) przez 360°.

Przyktad 4
Sprawdzimy, czy:

a. ramiona kata o mierze 930" pokrywajg si¢ z ramionami kata o mierze 210°.
b. ramiona kata o mierze (—1560") pokrywaja sie z ramionami kata o mierze 70°.

Rozwigzanie

a.930° =2-360° + 210°, zatem ramiona kata o mierze 930" pokrywajg si¢
z ramionami kata o mierze 210°.

b. —1560° = —5- 360" + 240°, zatem ramiona kata o mierze (—1560°) nie pokrywajg
sie z ramionami kata o mierze 70°.

Przyktad 5

Wyznaczymy miare kata, jaki wskazéwka minutowa zegara zakreélita od godziny 143° do
18%.



Rozwigzanie

Zgodnie z okresleniem kata skierowanego wskazowki zegara zakreslaja katy o mierze
bedacejliczbg ujemna

Wskazowka minutowa w ciggu godziny zakresla kat (—360°), a w ciggu minuty kat:
(—360°):60= —6".

Od godziny 14%° do 18%° minety 4 godziny i 10 minut.

Obliczamy miare kata, jaki zakreslita wskazéwka minutowa:
4-(—360")+10-(—6") = —1440" — 60° = —1500°

Odp. Wskazéwka minutowa zegara od godziny 1430 do 18%° zakresglita kat o mierze
(—1500°).

Przyktad 6

Obliczymy, ktorg godzine wskaze zegar, jezeli o 81° jego wskazoéwke minutowa obrécimy

o kat:
aa=-90";
b.a=90".

Rozwigzanie

a. W czasie 1 godziny wskazowka minutowa zakresla kat o mierze 360°, czyli w ciagu
minuty zakres$la kat o mierze %OO = 6°.
—90° =0-(—360") + 15- (—6"), zatem miara tego kata odpowiada 15 minutom.
Obrocilismy wskazoéwke minutowa o kat o = —90°, wiec zakreslilismy kat zgodnie
z ruchem wskazowek zegara: dodajemy 15 minut do 81°.
Odp. Zegar wskaze godzine 8%,

b. Zauwazmy, ze 90° = 0- 360" + 15 - 6°, zatem miara tego kata odpowiada réwniez
15 minutom.
Obrocilismy wskazoéwke minutowa o kat a = 90°, wiec zakresliliSmy kat przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara: odejmujemy 15 minut od 8.
Odp. Zegar wskaze godzine 8%,

Przyktad 7
Okreslimy miare kata, o jaki obroci sie Ziemia wokot wlasnejosi w ciggu 5 godzin.
Rozwigzanie

Ruch obrotowy Ziemi to obrot Ziemi wokot wlasnej osi. Czas jednego obrotu wynosi 23
godziny 56 minut i 4 sekundy. Dla obliczen czasu przyjmuje si¢ dobe 24-godzinng. Ruch
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obrotowy Ziemi odbywa si¢ z zachodu na wschod. Patrzac z rzutu na biegun poétnocny,
Ziemia porusza si¢ przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara, zatem miara zakreslonego
przez nig kata jest liczbg dodatnig.

Jezeli Ziemia wykonuje peten obroét: 360° w ciggu 24-godzinnej doby, to w ciggu 1
godziny zakresla kat 360° : 24 = 15°, czyli w ciggu 5 godzin: 15° - 5 = 75°.

Odp. W ciggu 5 godzin Ziemia obroci sie wokét wiasnej osi o kgt o mierze 75°.

Miara gtowna kata skierowanego
Definicja: miara gtéwna kata skierowanego
Najmniejsza nieujemng miare kata skierowanego nazywamy miarg gtoéwng tego kata.

Poniewaz kazdy kat skierowany mozemy zapisa¢ w postaci k - 360" + a , gdzie
a € (0°,360°) ik € Z, to miarg gtowng tego kata jest a.. Miara gtéwna kataa € (0°,360°).

Przyktad 8

Wyznaczymy miare glowna katow skierowanych o miarach 1358° oraz (—890°).
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze 1358° = 3 - 360" + 278", zatem miarg gtéwng tego kata jest a = 278".

Wyznaczymy teraz miare gtéwna kata (—685°). Mamy zatem: —685° = —2 - 360° + 357,
co oznacza, ze miarg glowng tego kata jest a = 35°.

Przyktad 9

Obliczymy réznice miar gtownych katéw o miarach (—600°) oraz 1505°.
Rozwigzanie

Wyznaczymy najpierw miary gtéwne katéow (—600°) oraz 1205°:

—600° = —2-360° + 120°, zatem miara glowna tego kata wynosi a; = 120°,
1505° =4-360° + 65°, zatem miara gléwna tego kata wynosi g = 65°.
Ostatecznie: a; — ag = 120° — 65° = 55°.

Przyktad 10

Miara kata 8 wynosi 1958°, za§ kat v € (—2000°; —1800°). Miara gtowna kata 3 jest 0 39°
mniejsza od miary globwnejkata y. Wyznaczymy miare kata .
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Rozwigzanie
Wyznaczymy miare gléwng a kata 8: 1958 = 5 - 360" + 158, zatem ov = 158".

Miara gtéwna kata y wynosi wiec: ap = 158° + 39° = 197°.

Skoroy € (—2000°; —1800°),toy = —6-360° + 197" = —1963°.

Stownik
kat skierowany

para uporzadkowanych potprostych o wspolnym poczatku, z ktorych pierwszg
nazywamy ramieniem poczatkowym, a druga ramieniem koncowym kata skierowanego.
Ramie poczatkowe kata skierowanego to dodatnia poto$ X. Rami¢ koncowe kata
skierowanego to polprosta o poczatku w punkcie O

miara gtéwna kata skierowanego

najmniejsza nieujemna miara kata skierowanego




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca kat jako miare obrotu. Nastepnie rozwigz zadania.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1Co69qob

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejkatow jako miar obrotu.

Polecenie 2

Przedstaw katy: 2400° i (—456°) w postaci k - 360" + «, gdziea € (0°;360°) ik € Z
Polecenie 3

Ktorag godzine wskaze zegar, jezeli o 144 jego wskazowke minutowg obréocimy o kat:

a.762°,

b. (—762°).


https://zpe.gov.pl/a/D1Co69qob

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz ¢wiartke uktadu wspotrzednych, w ktérej lezy korncowe ramie kata (— 287°).

O I

O 1v

O 1

O I

Cwiczenie 2

Dobierz w pary miary katéow skierowanych i ich miary gtéwne.

48° —312°
143° —678°
42° —233°

127° —217°




Cwiczenie 3

Wybierz wszystkie katy, ktére mozna zapisac jako k - 360° + 139° (k € Z).

581°

—221°

O o O

1219°

(] —499°

Cwiczenie 4

W puste miejsca wstaw odpowiednie liczby catkowite.

755 ° =| 360"+ | *(k € 2)

—668° =| 360"+ | (k€ 2)
~3113° = 360"+ | (k€ z)
Cwiczenie 5

O jaki kat obrdci sie Ziemia wokot wiasnej osi w ciggu 17 godzin?

O 17°

O 289°

O 105°

O 15°



Cwiczenie 6

WoYybierz zdania prawdziwe.

0] Od godziny 107 do godziny 12% wskazéwka minutowa zegara obrdcita sie o kat
o mierze o = —1014°.

0 Od godziny 10" do godziny 1128 wskazéwka minutowa zegara obrdcita sie o kat
o mierze oo = —426°.

0 Od godziny 9% do godziny 13% wskazéwka minutowa zegara obrdcita sie o kat
o mierze o = —1380°.

0 Od godziny 9% do godziny 10%° wskazéwka minutowa zegara obrdécita sie o kat
o mierze o = 300°.

Cwiczenie 7 @

Ktéra godzine wskaze zegar, jezeli o 1532 jego wskazéwke minutowa obrécimy o kat (—738°).

O 15%
O 17
O 1329

O 17



Cwiczenie 8 @

Zegar wskazuje godzine 108, Jego wskazéwke minutowa obracamy o kat a.. Uporzadku;j
godziny wskazane przez zegar od najwczesniejszej do najpdzniejszej.

a = 336° =
o= —366" s
a = —342° =
a = 342° =



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Kat jako miara obrotu

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje miare lukowg, zamienia miare tukowa kata na stopniowa i odwrotnie.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e postuguje si¢ miarg stopniowa kata,

» zna definicj¢ kata skierowanego,

o traktuje kat jako miare obrotu,

» wykorzystuje kat skierowany do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

 konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o pokaz multimedialny,
* stacje zadaniowe,



praca pod kontrolg nauczyciela.

Formy pracy:

praca catego zespotu,
praca w parach.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu,
rzutnik multimedialny,

karty pracy,

e-podrecznik.

Przebieg lekcji

Nauczyciel na wezesniejszych zajeciach informuje uczniow, ze zajecia bedq prowadzone

metoda stacji zadaniowych i okresla jak bedzie wygladata praca na lekciji.

Przed lekcja:

1.

Nauczyciel przygotowuje stacje zadaniowe - stoliki, na ktorych znajdujg si¢ zadania do
rozwiazania (na podstawie przyktadow z sekcji Przeczytaji ¢wiczen interaktywnych).
Ilos¢ miejsc przy stoliku powinna by¢ taka, aby mogto przy nim pracowac kilku
uczniow.

Faza wprowadzajaca:

1.
2.

Uczniowie przypominaja miare stopniowa kata.
Nauczyciel podaje temat lekcij.

Faza realizacyjna:

1.
2.

6.
7.

8.

Uczniowie ogladaja animacije.
W kolejnosci okreslonej przez nauczyciela, uczniowie przechodzg do stacji i rozwigzuja
zadania.

. Uczen nie musi odwiedzi¢ wszystkich stacji - nauczyciel okresla minimalng ilos¢ staciji.
. Rozwigzania zadan uczniowie zapisuja na kartach pracy przygotowanych przez

nauczyciela.

. Nauczyciel czuwa nad przebiegiem lekcji, kontroluje czas, wyjasnia watpliwosci

uczniow.

Po 20 minutach uczniowie konczg prace przy stacjach zadaniowych.

Uczniowie sprawdzajg poprawnos¢ rozwigzan poprzez poroOwnanie z rozwigzaniami
w sekcji Przeczytajlub zapytanie nauczyciela.

Na forum catej klasy omawiajg poprawnos¢ wykonanych zadan.



Faza podsumowujaca:
1. Uczniowie okreslajg co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace uczniow
Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.

Materialy pomocnicze:

e Mierzenie katow
» Przypomnienie wiadomosci o katach
o Katyiich rodzaje

Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w animacji uczniowie moga wykorzystac¢ przy utrwaleniu wiadomosci
i rozwigzaniu ¢wiczen interaktywnych.


https://epodreczniki.pl/a/mierzenie-katow/DEKvi2ZGq
https://epodreczniki.pl/a/katy-i-ich-rodzaje/D1Ht6QG4k
https://epodreczniki.pl/a/katy-i-ich-rodzaje/DMIBNJUXC

