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Wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa do obliczania
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Zrédto: Evgeny Tkachenko, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

W trojkacie mozna wskazac rozne odcinki. Boki trojkata wyznaczaja ten trojkat. Wysokosci
stosujemy do obliczania pola tréjkata. Srodkowe wyznaczajg $rodek ciezkosci trojkata.

W tym materiale zastosujemy twierdzenie Pitagorasa do wyznaczania dtugosci bokow
i dtugosci srodkowych trojkata prostokatnego oraz innych odcinkow w takim trojkacie.
W dowolnym tréjkgcie wyznaczymy tez dtugosci wysokosci i udowodnimy wzor Herona.

Twoje cele

» Zastosujesz twierdzenie Pitagorasa do wyznaczania dtugosci bokow trojkata
prostokatnego.

» Zastosujesz twierdzenie Pitagorasa do wyznaczania wysokosci tréjkgta na podstawie
roznych informaciji o trojkacie.

o Zastosujesz twierdzenie Pitagorasa do wyznaczania dlugosci Srodkowych trojkata
prostokatnego.

o Udowodnisz wzor Herona i zastosujesz do obliczania pola dowolnego trojkata.

» Zastosujesz twierdzenie Pitagorasa do wyznaczania odcinkoéw w trojkgtach
w sytuacjach praktycznych i zagadnieniach matematycznych.




Przeczytaj

Twierdzenie: Twierdzenie Pitagorasa

Twierdzenie Pitagorasa méowi, ze w tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b
i przeciwprostokatnej c zachodzi nastepujgca rownosc:

a® + b =

Twierdzenie to pozwala na wyznaczenie dlugosci boku, jesli znamy dtugosci dwoch
pozostatych. Wzor na kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej podany jest w twierdzeniu
Pitagorasa. Proste przeksztalcenie rownosci Pitagorasa daje nam wzory na kwadraty
dtugosci przyprostokatnych:

a2=c— 1

B2 2 2

=CcC —a.

Aby uzyska¢ dtugosci tych odcinkow, nalezy wyznaczy¢ pierwiastki z ich kwadratow.
Przyktad 1

W trojkacie prostokgtnym przeciwprostokgtna ma dlugos¢ 37, a jedna
z przyprostokatnych ma dtugos¢ 35. Wyznaczymy dlugos¢ drugiej przyprostokatne;.

Rozwigzanie

a? = — b® =377 — 35% = 144, wiec a = V144 = 12.

Jezeli mamy dwa boki & < y trojkata prostokatnego, to zeby wyznaczy¢ trzeci bok, musimy
wiedziec¢ jaka role peinig te boki w trojkacie. Na rysunku mamy dwa rozne trojkaty
prostokatne zbudowane z odcinkow z, y.

Przyktad 2



Trojkat prostokatny ma dwa boki dlugosci 8 i 15. Pokazemy, ze istniejg dwa trojkaty
prostokatne spelniajgce ten warunek. Wyznaczymy dtugosc¢ trzeciego boku kazdego
z nich.

Rozwigzanie

Jezeli znane boki s3 przyprostokatnymi, to przeciwprostokatna ¢ = /82 4 152 = 17.

Jezeli jeden ze znanych bokow jest przeciwprostokqtnq, to jest to dtuzszy bok. Wtedy

druga przyprostokgtna ma dtugos¢ v/ 15 — 82 = v/161.
Przyktad 3

Dtugosci bokow trojkata prostokatnego sg liczbami catkowitymi opisanymi za pomoca
wyrazen: z, 2z — 10, 2x — 1. Wyznaczymy dtugosci tych bokow.

Rozwigzanie
Najpierw przeanalizujmy warunki, jakie powinna spetnia¢ zmienna .

Poniewaz podane wyrazenia odnoszga si¢ do dtugosci bokéow, tox > 0, 2z — 10 > 0, wiec
T > 170 =boraz2zx — 1> 0,wiecz > %.Stqdw > 5.

Zatozmy, ze:

1. odcinek o dtugosci x jest przeciwprostokatna.

Wtedy 22 = (22 — 10)* + (22 — 1) = 42 — 40z + 100 + 42 — 4z + 1.
—T2® + 442 — 101 =0

A = 44> — 4.7-101 < 0 - brak rozwigzan.

2. odcinek o dlugosci 2z — 10 jest przeciwprostokatna.

Wtedy (2z — 10)* = 2 + (2¢ — 1)°

4z® — 40z + 100 = z* + 42® — 4z + 1

—z® — 36z +99 =0

A =36 +4-99 = 1692

VA = /1692 = 6/47

Pierwiastki rownania nie sg liczbami catkowitym, bo V' A jest liczbg niewymierna,
a wspotczynniki rownania sg liczbami catkowitymi.

3. odcinek o dlugosci 2z — 1 jest przeciwprostokatna.



Wtedy (2z — 1)° = 22 + (2z — 10)°
422 — 4z + 1 = 22 + 422 — 402 + 100
—22 4 362 — 99 = 0

A =362 —4-99 = 900

VA = /900 = 30

zy =330 =-33>5

Dtugosci bokow tego trojkata, to:

T =33

2z — 10 = 56

2 —1 =165

Ty = #;30 = 3 < 5 - nie spelnia wymagan.

Dlugosci bokow tego trojkata sg rowne: 33, 56, 65.
Przyktad 4

Trojkat prostokatny ma boki dlugosci z, 3z — 10, 2z — 1. Wyznaczymy dlugosci tych
bokow.

Rozwigzanie

Najpierw przeanalizujmy warunki, jakie powinna spetnia¢ zmienna .
Poniewaz podane wyrazenia odnosza si¢ do dtugosci bokow, to

z> 0,3z — 10 > 0, wiecx > % oraz 2z — 1 > 0, wiec z > %.St@daz > 1?0.
Zatozmy, ze

1. odcinek o dtugosci x jest przeciwprostokatna.

Wtedy

2?2 = (3z — 10)* 4+ (22 — 1)* = 922 — 60z + 100 + 422 — 4z + 1 =

= 1322 — 64z + 101

—12z% + 64z — 101 =0

A =64% — 4-12-101 < 0 - brak rozwiazan.



2. odcinek o dlugosci 3z — 10 jest przeciwprostokatna.
Wtedy (3z — 10)* = 22 + (2z — 1)°

922 — 60z + 100 = 2% + 42% — 4z + 1

4% — 56z +99 =0

A =56°—4-4-99 = 1552

VA = /1552 = 44/97

56—4v/97

_ Vo7
T =Ty =T

< 5 - nie spetnia wymagan,

56—1—4\/_ — 74+ ¢97 ~ 10

Ty = 5 —Jjestrozwigzaniem.

Dtugosci bokow tego trojkata, to

3z —10 = 11 — 20
2z —1=13 — /97

3. odcinek o dlugosci 2z — 1 jest przeciwprostokatng. Przeliczenia wykonujemy
analogicznie do warunku 2 a dtugosci bokow tego trojkata to:

I — 28—1—%/ 190

__ 8+/190

__ 2544190

Zatem dlugosci bokow trojkata wynosza: ‘/_7 ; 11 — 3‘/— ;13 — /97 lub

28-+4/190 . 8++/190 . 25++/190
6 ) 2 3

Jednym z najwazniejszych odcinkow w trojkacie jest wysokos¢ trojkgta. W kazdym trojkacie
przynajmniej jedna wysokos¢ lezy wewnatrz trojkata.
Przyktad 5

W tréjkacie rownoramiennym dana jest wysoko$¢ h opuszczona na podstawe trojkata
oraz ramie a.




Wyznaczymy wzor na obwod tego trojkata.
Rozwigzanie

Wykorzystamy wiasnos¢, ze wysokoS¢ opuszczona na podstawe trojkgta
rownoramiennego dzieli podstawe ¢ na potowy.

Wtedy (%)2 = a® — h?, wiec ¢ = 2v a2 — h2.

Zatem obwod jest rowny 2a + ¢ = 2a + 2va? — h?.
Przyktad 6

W trojkacie ABC spodek D wysokos$ci opuszczonejna bok AB dzieli ten bok tak, ze
|AD| : |DB| = 2 : 1. Dhugoé¢ wysokosci h = 2, a dlugoéé boku |AC| = 2+/5.
Wyznaczymy pole tego trojkata.

Rozwigzanie

Wysoko$¢ dzieli trojkat na dwa tréjkaty prostokatne ACD i BCD.
Wtedy |AD|* = |AC|* — h? = 20 — 4 = 16.

|AD| = V16 = 4

1DB| = 2L — 2 stad |AB| = 6

. : 6-2
Pole trojkata wynosi P = 5= = 6.

Wyznaczanie dtugosci srodkowych w tréjkacie prostokatnym

Na rysunku przedstawiony jest trojkat prostokatny i jego sSrodkowe oznaczone roznymi
kolorami.



A

Odcinki oznaczone liniami przerywanymi tgczg Srodki bokow. Z wiasnosci linii Srodkowej
w trojkacie, odcinki te sg rownolegte do odpowiednich bokow i majg dtugosci rowne
potowie dlugosci odpowiednich bokow.

Wyznaczymy diugo$c¢ srodkowej AE.

Zauwazamy, ze AFE jest przeciwprostokatng trojkata AEF, bo EF || AC. Ponadto,
BF| = 4i|AF| = £,

Stad [4B7 = ()" + (4)° = 42 = & wiec |4B| = 5.

Dlugo$c¢ srodkowej C'F wyznaczamy jako dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata
prostokatnego ACF'.

Stad [CF[ = (§)° + 6 = 5 wige |OF| = /42 = ¥egiF,
Przyktad 7

Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego ma dtugosc¢ a i jest piec razy krotsza
od przeciwprostokatnej. Wyznaczymy dltugos¢ srodkowej poprowadzonejdo dluzszej
przyprostokatne;j.

Rozwigzanie

Wyznaczamy dlugo$¢ = drugiej przyprostokatnejkorzystajac z twierdzenia Pitagorasa:
22 = (5a)® — a® = 2402, stad z = 2v/6a

Zauwazamy, ze * > a, wiec to przyprostokgtna dtugosci z jest dtuzsza.

Korzystajac z wyliczen w materiale powyzej dtugos¢ srodkowej poprowadzonejdo

V1302 \/25a?+3a2 __ 2V7a® \/—

dtuzszej przyprostokatnej wynosi
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Wyznaczanie dtugosci wysokosci w dowolnym tréjkacie

Wyznaczymy dtugos$¢ wysokosci lezacej wewnatrz trojkata korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa.

Na rysunku przedstawione sg oznaczenia, ktore wykorzystamy do wyprowadzenia wzoru
na wysokosc¢ trojkata.

A ¢ D B

Wysoko$¢ dzieli trojkat na dwa tréjkaty prostokatne ADC o bokach z, h, b oraz BDC
o bokach y, h, a.

Stad b? = 2® + h% oraz a® = y* + h%. Odejmujac te réwnania stronami, dostaniemy

b2—a2:x2+h2—y2—h2:w2—y2:w2—(c—az)2:

2

=22 — 2+ 2 — 2% =2cx —

2__ 2 2 . . . ’ .
Stad z = 2 $+< . Otrzymany wynik wstawiamy do pierwszego rownania
2
—a24-c2 . . ’ . .
b = (‘2’—6”) + h?, wiec stosujgc wzory skroconego mnozenia mamy

B2 — b2 — (b2—1212+c2)2 _ (b— bz—czzz ) (b—l— b2 a+c ) _

(2bcfb2+a2702) (2bc+b27a2+c2) (a2f (b272bc+c2)) ((2bc+b2+cz) fa2)

- 4c? - 4c? -

_ (@09 (049 4) (b 9@ brobre-aicia)

4c? 4c?

\/(a+b—c)(a—b+c)(b+c—a)(b+cta)

Ostatecznie h = 5

Trojkat egipski, to trojkat prostokatny o bokach bedacych liczbami catkowitymi,
pozostajacymi w stosunku 3 : 4 : 5. Pole tego trojkata, dla pewnego a > 0, wynosi
P = M = 6a?, a dlugo$¢ wysokosci opuszczonej na przeciwprostokatna jest rowna

Przyktad 8



W oparciu o wyprowadzony wzor na wysokos¢ wyznaczymy dtugos¢ wysokosci
opuszczonejna przeciwprostokatng trojkata egipskiego o bokach dtugosci 3, 4, 5.

Rozwigzanie

W tym trojkacie najdluzszy bok ma dlugos¢ 5, wiecc = 5,a = 3,b = 4.

3+4-5)(3-4+15)(4+5-3)(4+5+3 V064 :
Wyznaczamy h = Y345 tOIA5-3)(At54E) _ \/150% = 26 _ 38 _ 12
Wprowadzmy oznaczenie p = %”*c na potowe obwodu tréjkata ABC o bokach a, b, ¢

i zastosujmy we wzorze na wysokos¢ trojkata. Oznaczmy boki trojkata tak, zeby ¢ bylo
najdtuzszym bokiem.

Wtedy
at+b—c=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—c)
a+c—b=a+b+c—26=2p—2b=2(p—b)
b+c—a=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a)
a+b+c=2p

Po wstawieniu do wzoru na wysokoS$¢ opuszczong na bok ¢, dostajemy

B — V/ (a+b—c)(a—b+c)(b+c—a)(b+ct+a)
— 5 =

_ V20—9)2(p=b)-2(p—a)-2p __ 4Vp(p—a)(p-b)p—c) _ 2Vp(p—a)(p—b)(p—c)

2c 2c c

Wyprowadzony wzor pozwala na sformutowanie wzoru na pole trojkata.
Twierdzenie: Wzér Herona

Pole tréjkata o bokach a, b, cjest réowne P = 1/p(p — a)(p — b)(p — ¢), gdzie pjest
potowg obwodu trojkata.

Dowadd

P=5=/plp—a)(p—b)p—c
Przyktad 9

Wyznaczymy pole trojkata o bokach 6, 8, 12.

Rozwigzanie
p= 6+82+12 — 13

korzystajgc ze wzoru Herona



javascript:void(0);

| P=V13-7-5-1= /455

Stownik
wzor Herona

wzor, ktory pozwala na wyznaczenie pola trojkgta na podstawie dlugosci jego bokow; pole
trojkata o bokach a, b, c jest rowne P = +/p(p — a)(p — b)(p — ¢), gdzie p jest potowa
obwodu trojkata

linia Srodkowa w tréjkacie

odcinek, ktory taczy srodki bokow trojkata
srodkowa w trojkacie

odcinek w trojkacie, ktory taczy wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwleglego boku



Animacja

Polecenie 1
Przanalizuj animacje pokazujacg wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa do wyznaczania
dtugosci bokéw w tréjkacie. Mozesz wielokrotnie odtwarzac ten materiat w celu

utrwalenia wiadomosci.

Wystapit btad

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy zastosowania twierdzenia Pitagorasa.

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowe odpowiedzi.



https://zpe.gov.pl/a/D8e9DvqaZ

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Dany jest tréjkat prostokatny o bokach catkowitych. Zaznacz wszystkie prawidtowe

odpowiedzi.

Cwiczenie 2 ©)



Cwiczenie 3 Q@

Stosujac oznaczenia z rysunku, wybierz prawidtowe odpowiedzi.

Jezeli pole tréjkata wynosi 100 i h = 10 oraz |AD| = 15, to

Cwiczenie 4 Q@

Cwiczenie 5 C
Dtugosc przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego o obwodzie 132 jest liczba

catkowita i jest o 1 wieksza od dtugosci jednej z przyprostokatnych. Oblicz dtugosci
bokow tego tréjkata.



Cwiczenie 6 ®
Wyznacz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego, gdy przyprostokatne

majg dtugosci: a i #; a> 1.

Cwiczenie 7 0
Dany jest tréjkat o bokach 13, 16, 19. Oblicz pole i wyznacz wszystkie wysokosci tego
tréjkata.

Cwiczenie 8 @

Na rysunku przedstawiono tréjkat prostokatny o bokach 12, 16, 20.

g="21)

Odcinek y lezy na prostej réwnolegtej do AC' poprowadzonej przez spodek wysokosci
x. Odcinek z jest wysokoscig tréjkata BEF'.

Wyznacz z, y, z.



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch
Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa do obliczania dlugosci odcinkow
w trojkatach

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza dtugosci bokow trojkata prostokatnego z wykorzystaniem twierdzenia
Pitagorasa

e wyznacza dtugosci wysokosci i sSrodkowych trojkata prostokatnego z wykorzystaniem
twierdzenia Pitagorasa

e wyznacza dtugos$¢ wysokosci wewnetrznej dowolnego trojkata z wykorzystaniem
twierdzenia Pitagorasa

e wyprowadza i stosuje wzor Herona



 stosuje twierdzenie Pitagorasa do wyznaczania odcinkow tréjkgcie w problemach
praktycznych i zagadnieniach matematycznych

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o pogadanka
e rozmowa nauczajgca w oparciu o tre$ci w ¢wiczeniach interaktywnych i animacii
 analiza tekstu przewodniego

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzic¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg zaje¢:

Przed lekcja:

Uczniowie przypominaja sobie twierdzenie Pitagorasa.
Faza wstepna:

» Nauczyciel przeprowadza pogadanke na temat odcinkow, ktore mozna wyznaczy¢
w trojkacie, wlasnosci wysokosci i linii sSrodkowejw trojkacie.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie przypominajg twierdzenie Pitagorasa oraz sposoby na wyznaczanie dlugosci
bokow trojkata prostokatnego z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

2. Uczniowie w parach, metodg analizy tekstu przewodniego, analizuja przyklady z sekcii
LPrzeczytaj.

3. Nauczyciel przedstawia wzor Herona i przeprowadza jego dowdd, uczniowie obliczaja
pole trojkata o danych bokach.

4. Uczniowie w parach analizujg przyktady zawarte w animaciji.

5. Uczniowie sprawdzajg nabyte umiejetnosci i wiedze wykonujac ¢wiczenia
interaktywne 1-5 w sekcji ,Sprawdz sie”. Ewentualne problemy omawiane sg na forum



klasy.
Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie lekcji uczniowie ogladaja animacije.
2. Nauczyciel podsumowuje lekcje wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa

1. Uczniowie rozwiazujg polecenie 2 w sekcji ,Animacja’.
2. Uczniowie rozwiazujg ¢wiczenia 6-8 w sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:
Twierdzenie Pitagorasa
Wskazowki metodyczne opisujace rozne zastosowania multimedium:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacj¢ na lekcji o twierdzeniu Pitagorasa.
» Uczniowie moga wykorzysta¢ animacije, aby przygotowac si¢ do lekciji i wystapi¢ w niej
w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/twierdzenie-pitagorasa/DFZ2S5pne

