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Rozwiazywanie nierownosci z wykorzystaniem wzorow

skroconego mnozenia

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Dzigki wzorom skroconego mnozenia, dziatania z wieloma przeksztatceniami
algebraicznymi stajg si¢ znacznie prostsze. Wzory te majg rowniez zastosowanie
w przypadku rozwigzywania rownan i nier6wnosci.

Przypomnijmy wzory skroconego mnozenia, ktore znamy z wczesniejszych lekciji:
(a+b)° = a®+ 2ab + b2
(a —b)?* = a? — 2ab + b2
a?> — b = (a —b)(a+b)

Twoje cele

» Rozwigzesz nierownosci zawierajgce wzory skroconego mnozenia metoda
nierownosci rownowaznych.

» Dopiszesz do nierownosci takg liczbe lub takie wyrazenie algebraiczne, aby
otrzymana nieré6wnosc¢ spetniata okreslony warunek.




Przeczytaj

Nierownosci s3 w matematyce rodzajem relacji porzagdku miedzy dwoma wyrazeniami,
Mamy cztery podstawowe znaki, ktore okreslajg nierownosci. Zat6zmy, ze a i b sa
dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Wtedy mozemy ustali¢ miedzy nimi pewna relacje,
mianowicie:

a > b, jest to nieré6wno$¢ ostra (mocna), gdzie liczba a jest wieksza od liczby b,
a < b, jest to nieré6wno$¢ ostra (mocna), gdzie liczba a jest mniejsza od liczby b,

a > b, jest to nieré6wno$¢ nieostra (staba), gdzie liczba a jest wigksza od liczby b lub
rowna liczbie b,
a < b, jest to nieré6wno$¢ nieostra (staba), gdzie liczba a jest mniejsza od liczby b lub

rowna liczbie b.

W nierownosciach wynikiem obliczen nie jest na ogot konkretna liczba, jak w przypadku
roéwnan, a zbior liczb, np.:

5x <15 1:5
<3

Zbiorem rozwigzan jest podzbior zbioru liczb rzeczywistych, x € (—oo, 3). Zauwazmy, ze
do zbioru rozwigzan nierownosci naleza wszystkie liczby rzeczywiste, ktore jg spetniaja.

Zasady dodawania/odejmowania, mnozenia/dzielenia oraz
potegowania/pierwiastkowania stronami obowigzuja w nieréwnosciach, podobnie jak

w rownosciach, jednak z zastrzezeniem, ze jesli mnozymy/dzielimy przez liczb¢ mniejsza
od zera, to musimy zmieni¢ znak nieré6wnosci na przeciwny, np.:

—2z <8 |: (—2)
T > —4.

W dzisiejszej lekcji zajmiemy si¢ rozwigzywaniem nieréwnosci z wykorzystaniem znanych
nam juz wzorow skroconego mnozenia.

Przyktad 1
Rozwigzemy nieréownosé¢ —(z + 2)° < 2 — 22 — z.

Zaczniemy od skorzystania ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat sumy dwoch
wyrazen. Nalezy pamietac o kolejnosci wykonywania dziatan. Najpierw wykonujemy
potegowanie (czyli podnosimy wyrazenie w nawiasie do kwadratu), a nastepnie
mnozymy otrzymang sume algebraiczna przez (—1).



javascript:void(0);

—(w2—|—4:c—|—4) <2—z’—x
—x2—drx—4<2—22—¢
— 22422 —dr+x<2+4
Redukujemy wyrazy podobne.
-3z <6

Dzielimy obie strony nieréwnosci przez liczbe ujemng (—3). Zmieniamy zatem znak
nierownosci na przeciwny.

-3z <6|:(-3)
x> —2
Nieréwnos$¢ spetnia kazda liczba nalezaca do przedziatu (—2, o).
Przyktad 2
Rozwiazemy nieréwnosé¢ 2(z — 1)% > 22 — (1 — z)(1 + z).

Zastosujemy najpierw wzor skroconego mnozenia na kwadrat roznicy dwoch wyrazen
oraz wzor skroconego mnozenia na roznice kwadratow dwoch wyrazen.

2(z% — 2z +1) > 22 — (1 —2?)
Pozbedziemy sie nawiasow.
202 — 4z +2 > 2 — 1+ 22

Redukujemy wyrazy podobne i przeksztatlcamy rownowaznie nierownosc,
doprowadzajac jg do najprostszej postaci.

207 —4x +2 > 22% — 1
—4r+2> -1
—4z > —3
T < %
Nierowno$¢ spetnia kazda liczba nalezaca do przedziatu (—oo, %)
Przyktad 3

Wykazemy, ze rozwigzaniem nierownosci (3z — 1)(3z + 1) — 8z% > (z — 3)> — 10 jest
kazda dodatnia liczba rzeczywista.
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(3z —1)(3z + 1) — 8% > (z — 3)° — 10
Wykorzystamy wzory skroconego mnozenia.
922 —1—8z% > 22 — 6z +9 — 10
Aby pozby¢ sie tych samych wyrazow, dodajemy 1 do obu stron nieré6wnosci.
2 —1>2> -6z —1
6z > 0
x>0

WykazaliSmy zatem, ze nierownosc¢ jest speiniona dla dowolnejliczby rzeczywistej
dodatnie;.

Przyktad 4

2
Obliczymy, dla jakich naturalnych wartosci «, warto$¢ wyrazenia 5 + @ — 3z% jest

2-z)®  5(z—2)(z+2)
6 3 :

nie wieksza od wartoSci wyrazenia

Najpierw zapiszemy nierownos¢ opisujacq warunki zadania. Pamietajmy, ze stwierdzenie
,2hie wieksza” oznacza, ze wartoS¢ pierwszego wyrazenia musi by¢ mniejsza od wartosci
drugiego wyrazenia lub rowna tej wartosci .

%‘i‘ (Smgl) _ g2 < (2—2)"  5(z—2)(z+2)

6 3

Obydwie strony nieréwnosci mnozymy przez 6.

6‘%+6'(3$T_1)2_6‘3332§6'(2%)2_6' 5(13—2;(%2)

2z + (3z — 1)° — 1822 < (2—:13)2—10(33—2) (x+2)

Zastosujemy teraz wzory skroconego mnozenia na kwadrat roznicy dwoch wyrazen
i roznice kwadratow dwoch wyrazen.

2¢ + 922 — 6z + 1 — 1822 < 4 — 4z + 22 — 10(2? — 4)
—922 —4x +1<4— 4z + x> — 1022 + 40
—9z% —dr+1< —92% — 4z + 44

1 <44
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(3z—1)?

Otrzymali$my tozsamo$¢, czyli warto$¢ wyrazenia § + ~—s—— — 3z jest nie wieksza od
2
wartosci wyrazenia (2?) — 5(%2?))(%2) dla kazdejliczby naturalne;.
Stownik

kwadrat sumy dwéch wyrazen a i b
(a+ b)? = a2 + 2ab + b?

kwadrat réznicy dwoch wyrazen a i b
(a —b)® = a® — 2ab + b?

réznica kwadratéw dwoéch wyrazen a i b

a’> —b® = (a —b)(a +b)



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika. Sprébuj samodzielnie rozwigzad¢ podany przyktad. Sprawdz
poprawnos$¢ Twojego rozwigzania z rozwigzaniem przedstawionym w infografice. Przeczytaj
wskazéwki.

Polecenie 2

Rozwiagz nieréwnos$¢. Podaj najmniejszg liczbe catkowitg, ktéra nalezy do zbioru rozwigzan
nierdownosci.

1—(3z—2)°>—(3z —1)°

Polecenie 3

Rozwiaz nieréwnos¢ (4 — z)(4 + z) — (z — 1)® + 322 > (z + 3).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Dana jest nieréwnos¢ (1 — z)° + 3 < (& — 1)(z + 1) — 2z + 5. Wybierz zdania prawdziwe.

[ ] Nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej.
(] Dlaz = —1 nieréwnos¢ jest sprzeczna.

(] Nieréwnos¢ jest sprzeczna dla dowolnej liczby ujemne;j.

[ ] Nieréwnos$¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby z € (—1, 4).

(] Dlaz = 0 nierébwnos¢ jest prawdziwa.

Cwiczenie 2 ®
Wskaz nierownosé, ktéra nie jest rownowazna pozostatym nieréwnosciom.

O 1—2)*+3>2z+?

O (z+2)2+3zx>2>+z

O 2(z+2)° < 4z + 222 + 12

O z<1




Cwiczenie 3

Woybierz i wstaw w wolne miejsce takg liczbe lub wyrazenie algebraiczne, aby ponizsza
nieréownos¢ byta tozsamosciowa.

____________________

‘2:6—3”27”25”22&:—37’

Cwiczenie 4

Woybierz i przeciagnij w odpowiednie miejsce takie wyrazenie algebraiczne, aby nieréwnos¢
byta sprzeczna:

____________________

(12-2) || (Bz—3) || (A2+z) || (1—62) || (3z+6) || (1—5z) |

Cwiczenie 5

Potacz w pary nieréwnosci réwnowazne.

(z—3)* > (z +2)° 2z < 2
(z+1)% > (z — 1) T > 5
2-(z—2)°> (z+2)° + 22 x> L
%-(1—w)2§%w2 2 < 1

z—(z—5)°>—(z+2)° z >0



Cwiczenie 6

Rozwiaz nieréwno$¢ 2z — [(:13 +1)% = 3:1;] <442 (2437 -3-(z—2)(2+2),

a nastepnie przeciggnij w odpowiednie miejsca prawidtowe liczby.

(-4, —3, —2, —1).

(—f— 3, 47330, VT%)-

Najmniejsza liczba catkowita ujemna, ktéra nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci wynosi

2] (2] o) 2L 3 =8 L) (3] (=)




Cwiczenie 7
Posortuj rozwigzanie nierownosci w odpowiedniej kolejnosci.

xﬁ%
—1lz+1> -4

922 — 6z +1— 522 — 5z >5—9 4 422
—11z > —5

—1lz > —-4—-1

472 — 11z +1> 422 — 4

3z — 1) —bz(x +1) >5— (3 —2x)(3 + 2x)

92° — 6z + 1 — bz® — bz > 5 — (9 — 42°)

Cwiczenie 8

Rozwiaz nierdbwnosc:

V(4x2 — 4z +1) >3
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Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwiazywanie nieréwnosci z wykorzystaniem wzoréw skroconego mnozenia
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwigzuje nierownosci zawierajgce wzory skroconego mnozenia metoda nierownosci
rownowaznych

 dopisuje do nierownosci taka liczbe lub takie wyrazenie algebraiczne, aby nieréwnos¢
spetniata okreslony warunek

» dobiera model matematyczny do okreslonej sytuaciji

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem medium bazowego i ¢wiczen interaktywnych
o dyskusja



» metoda wedrujacych plakatow
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Wybrani wczesniej przez nauczyciela uczniowie przypominajg twierdzenia o sposobie
rozwigzywania nierownosci za pomoca nierownosci rownowaznych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach 4 osobowych pracuja metodg wedrujacych plakatow. Celem jest
przypomnienie nazw i zastosowania wzorow skroconego mnozenia w konkretnych
przykladach. Rozpoczyna grupa wybrana losowo - zapisuje na kartonie wybrany wzor
skroconego mnozenia i podaje nastepnej grupie, ktora dopisuje nazwe wzoru. Kolejna
grupa podaje przyktad zastosowania tego wzoru. Plakat wedruje do nastepnej grupy,
ktora dopisuje kolejny wzor itd. W ten sposob uczniowie przypominajg wzory na
kwadraty i szeSciany wyrazen.

2. Uczniowie ogladaja infografike i omawiajg ja wraz z nauczycielem.

3. Uczniowie w parach rozwiazuja zadania interaktywne 1 - 6. Wspolnie omawiaja
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace rozwigzywania
nierownosci zawierajgcych wzory skroconego mnozenia.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Rozwigzanie zadan 71 8.



Materialy pomocnicze:
NierownosSci stopnia pierwszego
Wskazowki metodyczne:

Infografika moze by¢ wykorzystane przez chetnych uczniéw do samodzielnego
przygotowania wlasnej prezentacji multimedialnej pokazujacejrozwigzywanie nieréwnosci
zawierajacych wzory skroconego mnozenia.
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