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Zrodto: Guillaume Techer, domena publiczna.

Cze$¢ jezykow programowania oraz kalkulatorow uzywa do swoich obliczen pewnego
zapisu wyrazen arytmetycznych. Zapis ten nazywamy odwrotng notacja polska. Sposob ten
zainicjowat australijski naukowiec, Charles Leonard Hamblin, a jego nazwa pochodzi od
odwrocenia innego zapisu - notacji polskiej, ktora przedstawit Jan Lukasiewicz. W tym
e-materiale dowiesz si¢, na czym polega odwrotna notacja polska i czym rozni sie od
tradycyjnego zapisu wyrazen.

Implementacja algorytmu w réznych jezykach programowania zostata przedstawiona
w e-materiatach:

o Odwrotna notacja polska w jezyku C++,
o Odwrotna notacja polska w jezyku Java,
» Odwrotna notacja polska w jezyku Python.

Wiecej zadan? Sigegnij do: Odwrotna notacja polska - zadania maturalne.
Twoje cele

» Scharakteryzujesz notacje polska i odwrotng notacje polska.
e Przeanalizujesz kilka przykladow zapisu wyrazen klasycznym sposobem i odwrotng
notacja polska.
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» Wykonasz konwersje wyrazenia zapisanego w sposob klasyczny na wyrazenie
zapisane w odwrotnej notacji polskie;.



Przeczytaj

Odwrotna notacja polska

Zapis wyrazenia algebraicznego, w ktorym miedzy dwoma operandami umieszczamy
operator, nazywamy zapisem infiksowym.

Oto przyktadowe dziatanie dodawania w zapisie infiksowym:
2+3

W 1920 r. polski logik i matematyk Jan Lukasiewicz opracowatl notacje polska, czyli sposob
zapisu, w ktorym na poczatku stawiamy znak, a nastepnie operandy. Dzigki takiemu
zapisywaniu wyrazen, nie ma juz koniecznosci uzywania nawiasow, w celu zmiany
kolejnosci wykonywania dziatan.

Oto ta sama operacja dodawania, ale zapisana za pomocg notacji polskie;j:
+2 3
Taki sposob zapisu nazywamy tez prefiksowym.

Tematem tego e-materiatu jest jednak odwrotna notacja polska, inaczej nazywana zapisem
postfiksowym. Wyrazenia zapisujemy w taki sposob, ze znak stawiamy na koncu.

Oto przyktadowa operacja dodawania, zapisana za pomoca odwrotnej notacji polskiej:

2 3+

Zastosowanie odwrotnej notacji polskiej

Sposoby zapisu wyrazen, takie jak notacja polska lub odwrotna notacja polska (ONP),
uzywane s3 glownie w informatyce. Jest to zwigzane z optymalizacja pracy komputera -
zachowanie kolejnosci wykonywania dziatan, bez wykorzystania nawiasoéw, znacznie
ulatwia obliczenia.

Przedstawione wyrazenie zapisane jest klasycznym sposobem infiksowym.
(2+3)+5-(2+7)

W celu zmiany kolejnosci wykonywania dziatan uzyto nawiasow. W odwrotnej notacij
polskiejnie sg one potrzebne. To samo wyrazenie w ONP wyglada nastepujaco:

23+5+27+-
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Konwersja wyrazenia zapisanego sposobem klasycznym na
zapis w odwrotnej notacji polskiej

W jaki sposob dokona¢ konwersji wyrazenia w zapisie klasycznym na posta¢ w odwrotne;j
notacji polskiej?

W algorytmie bedziemy wykorzystywali stos, na ktorym umieScimy operatory i nawiasy

z wyrazenia. Niezbedne okaza si¢ takze informacje na temat lacznosci danego operatora
(czy jest lewostronny, czy prawostronny), a takze ich priorytety. Informacje te przedstawia
nastepujaca tabela:

Operator Lacznos¢ Priorytet
A prawostronna 3
* / lewostronna 2
+ - lewostronna 1

Operator * oznacza operacje potegowania.

Priorytet operatora oznacza, ktore dziatanie jest wazniejsze i powinno zosta¢ wykonane
jako pierwsze. Operacja potegowania ma priorytet 3, co oznacza, ze ma pierwszenstwo
przed mnozeniem, dzieleniem, dodawaniem i odejmowaniem.

W przypadku, gdy w wyrazeniu wystepujg operatory o tym samym priorytecie, tacznos¢
operatoréw pomaga w zinterpretowaniu kolejnosci wykonywania dziatan. tacznos¢
lewostronna oznacza, ze dziatania w zapisie infiksowym powinny by¢ wykonywane od lewe;j
do prawe;j:

a+b—c = (a+b)—c

Operatory dodawania i odejmowania majg ten sam priorytet i tagcznos¢ lewostronng,
wykonujemy zatem najpierw dzialanie dodawania, a nast¢pnie odejmowania.

W przypadku fgcznosci prawostronnej wykonujemy dziatania od strony prawe;j:

ab = a(b)

Algorytm konwersji wyrazenia w zapisie klasycznym, na posta¢ w odwrotnej notacji polskiej,
przedstawia si¢ w kilku krokach.

Specyfikacja problemu:
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Dane:

o infiksowy -tancuch znakow; zapis infiksowy wyrazenia arytmetycznego
Wynik:
Wyrazenie infiksowy zapisane w odwrotnejnotacji polskie;j.

Krok 1. Jesli jest element wyrazenia infiksowy do odczytania, wykonuj (jesli nie, przejdz
do kroku 7):

Krok 2. Jesli element jest liczbg /zmienng, przekaz go na standardowe wyjscie. Jesli nie,
przejdz do kroku 3.

Krok 3. Jesli element jest operatorem, wykonuj (jesli nie, przejdz do kroku 4):

Krok 3.1. Jesli na szczycie stosu znajduje si¢ operator, wykonuj (jesli nie, przejdz do kroku
3.2):

Krok 3.1.1. Jesli odczytany operator ma tagcznoS¢ lewostronng oraz priorytet nie wigkszy niz
priorytet operatora na szczycie stosu lub jesli operator ma 1gcznoS¢ prawostronng oraz
priorytet mniejszy od priorytetu operatora na szczycie stosu, zdejmij operator ze szczytu
stosu, umies¢ go na standardowym wyjsciu i przejdz do kroku 3.1.

Krok 3.2. Umies$¢ odczytany operator na szczycie stosu.

Krok 4. Jesli element jest nawiasem otwierajgcym, umieS¢ go na szczycie stosu. Jesli nie,
przejdz do kroku 5.

Krok 5. Jesli element jest nawiasem zamykajagcym, wykonuj (jesli nie, przejdz do kroku 6):

Krok 5.1. Jesli na szczycie stosu nie znajduje si¢ nawias otwierajgcy, wykonuj (jesli tak,
przejdz do kroku 5.2):

Krok 5.1.1. Zdejmij operator z gory stosu, umies¢ go na wyjsciu i wro¢ do kroku 5.1.
Krok 5.2. Zdejmij nawias otwierajacy. Nie przekazuj go na wyjscie. Przejdz do kroku 6.
Krok 6. Wroc¢ do kroku 1.
Krok 7. Zdejmij wszystkie operatory ze stosu i przekaz je kolejno na standardowe wyjscie.
Stownik

odwrotna notacja polska

inaczej: zapis postfiksowy; sposob zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktorym operator
umieszczany jest po operandach



operand

liczba, na ktorej wykonywane jest dziatanie
stos

struktura danych, w ktorej dane sg odkladane na szczyt stosu i z niego zdejmowane, co
oznacza, ze bezposrednio ze stosu mozemy pobrac¢ tylko ostatni odtozony element
zapis infiksowy

sposob zapisu wyrazen, w ktorym operator jest stawiany miedzy operandami, na ktérych
chcemy wykona¢ dang operacije
zapis postfiksowy

sposob zapisu wyrazen, w ktorym operator jest stawiany po operandach, na ktérych
chcemy wykona¢ dang operacje; w tej notacji nie stosuje si¢ nawiasow
zapis prefiksowy

sposob zapisu wyrazen, w ktorym operator jest stawiany przed operandami, na ktorych
chcemy wykonac¢ dang operacje; w tej notacji nie stosuje si¢ nawiasow



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktad konwersji zapisu infiksowego wyrazenia na wyrazenie zapisane
w odwrotnej notacji polskiej.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e infiksowy -tancuch znakoéw; zapis infiksowy wyrazenia arytmetycznego,

Wynik:

Wyrazenie infik sowy zapisane w odwrotnej notacji polskiej.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp

Zgodnie z poznanym algorytmem przeksztat¢my
nastepujace wyrazenie na posta¢ w odwrotnej
notacji polskiej:

24 3%2.(5+8)

Odczytaj pierwszy element zapisany w zapisie
infiksowym. Znak to ,2". Element jest liczba,
przekaz go na wyjscie.

Stos: Wyjscie:
2



@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3"2-(5+8)

Odczytaj drugi element, ktory jest znakiem ,+”.
Element jest operatorem, umies¢ go na szczycie

stosu.
Stos: Wyjscie:
+ 2
Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
24+3"2-(5+38)

Odczytaj trzeci element o wartosci ,3". Element
jest liczba, przekaz go na wyjscie.

Stos: Wyjscie:
+ 23

@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3°2-(5+28)

Odczytaj czwarty element, czyli znak ,*".
Element jest operatorem. Ma tgcznosé
prawostronng, ale jego priorytet jest wiekszy od
priorytetu operatora ,+”, zatem nie zdejmuj



operatora ,+” ze szczytu stosu. Operator ,*”
umiesé na szczycie stosu.

Stos: Wyijscie:
+ A 23
Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3%2-(5+38)

Odczytaj piaty element o wartosci ,2”. Element
jest liczba, przekaz go na wyjscie.

Stos: Wyjscie:
+ A 232

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3"2-(5+28)

Odczytaj szésty element, ktéry jest znakiem ,, - "
Element jest operatorem. Ma tgcznosé
lewostronna oraz priorytet mniejszy od
priorytetu operatora na szczycie stosu ,*".
Operator ,*” zdejmij ze stosu i wyprowadz na
wyijscie. Operator ,, - " umies¢ na stosie.

Stos: Wyjscie:
+- 2327



Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3%2-(5+38)

Odczytaj siédmy element, czyli znak ,, ("
Element jest nawiasem otwierajgcym, umies¢ go
na szczycie stosu.

Stos: Wyjscie:
+ - 2327

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3"2-(5+8)

Odczytaj 6smy element o wartosci ,5”. Element
jest liczba, przekaz go na wyjscie.

Stos: Wyjscie:
+ - ( 23275
Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
24+3"2-(5+38)

Odczytaj dziewiaty element, czyli znak ,+".
Element jest operatorem, umies¢ go na szczycie
stosu.

Stos: Wyjscie:



Stos: Wyjscie:
+(+ 23275

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3"2-(5+8)

Odczytaj dziesigty element, majacy wartosc , 8"
Element jest liczba, przekaz go na wyjscie.

Stos: Wyjscie:
+(+ 232758
Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3"2-(5+38)

Odczytaj ostatni element, czyli znak ,,)".
Element jest nawiasem zamykajacym. Na
szczycie stosu nie znajduje sie nawias
otwierajacy, wiec zdejmij operator ,+” z goéry
stosu i przekaz na wyjscie.

Stos: Wyjscie:
+ - ( 232758+

@ Materiat audio dostepny pod adresem:



https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
2+3"2-(5+28)

Na szczycie stosu znajduje sie nawias
otwierajacy. Zdejmij nawias otwierajacy, nie
przekazuj go na wyjscie.

Stos: Wyjscie:
+ - 232758+
Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp
24+3"2-(5+38)

Nie pozostato wiecej elementéw do odczytania,
przechodzimy wiec do kroku drugiego.
Wszystkie operatory ze stosu trafiajg kolejno na
wyjscie.
Stos: Wyjscie:
232758+ +

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P10WrdFSp

Wyrazenie 2 + 32 - (5 + 8) zapisane
w odwrotnej notacji polskiej wyglada
nastepujgco232 © 58 + - +.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Polecenie 2

Przygotuj notatke, w ktérej podsumujesz najwazniejsze informacje zawarte w prezentacji.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1

Wskaz wszystkie zdania prawdziwe, dotyczace odwrotnej notacji polskiej.

Jest sposobem zapisu wyrazen, ktérego uzywamy w codziennym zyciu.

Zostata przedstawiona przez polskiego matematyka Jana tukasiewicza.

Stosowana jest gtéwnie w informatyce.

Nazywana jest zapisem prefiksowym.

Nazywana jest zapisem postfiksowym.

O 0o o o g O

Nazywana jest zapisem infiksowym.

(] Niewymaga uzycia nawiaséw.

Cwiczenie 2

Wskaz prawdziwe stwierdzenie, opisujace odwrotna notacje polska.

O Jest sposobem zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktérym najpierw stawiamy
operandy, a na koncu operator.

Jest sposobem zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktérym operator wstawiamy
miedzy operandy.

O Jest sposobem zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktérym najpierw stawiamy
operator, a na koncu operandy.




Cwiczenie 3 »

Potacz kazde wyrazenie z wtasciwg nazwg sposobu, w jakim zostato zapisane.

58+2+8+ notacja polska

(5+8)+2+8 odwrotna notacja polska

TS > e 5 zapis infiksowy
Cwiczenie 4 P

Wskaz, co nalezy zrobi¢ w algorytmie konwersji wyrazenia z klasycznego sposobu infiksowego
na odwrotna notacje polska, gdy nie mamy juz elementu do odczytania z wejscia, a na stosie
znajduja sie operatory.

() Nalezy usunac operatory ze stosu i zakonczy¢ algorytm.
() Nalezy zdja¢ wszystkie operatory ze stosu i przekaza¢ je kolejno na wyjscie.
() Nalezy zakonczy¢ algorytm.

O Nalezy przekazac operatory na wyjscie az do momentu, gdy napotkamy nawias
otwierajacy.



Cwiczenie 5 »

Wskaz, co nalezy zrobi¢ w algorytmie konwersji wyrazenia z klasycznego sposobu infiksowego
na odwrotna notacje polska, gdy odczytanym elementem bedzie nawias zamykajacy.

() Nalezy umiesci¢ nawias na stosie.
() Nalezy przekaza¢ nawias na wyjscie.

O Nalezy kolejno zdjac operatory ze stosu i umiescic je na wyjscie, az do napotkania
nawiasu otwierajacego, ktéry zdejmujemy ze stosu.

() Nalezy zdja¢ wszystkie operatory ze stosu az do napotkania nawiasu otwierajacego.

Cwiczenie 6 @
Uzupetnij wyrazenie odpowiednimi operatorami i operandami we wtasciwej kolejnosci.

Woyrazenie 4 + (2 - 3) A 5 - (9 + 1) przeksztatcone na wyrazenie w odwrotnej notacji polskiej

HUELHEEEHZ O]

Cwiczenie 7 @

Zdecyduij, jakie elementy beda znajdowaty sie na stosie w momencie odczytywania ostatniej
liczby 1 z nastepujacego wyrazenia (2 +8-5)-2 + (3 + 2 - 1). Uzupetnij stos odpowiednimi
operatorami w prawidtowej kolejnosci.

HRID0E



Cwiczenie 8

Uzupetnij zdanie.

Wartos¢ wyrazenia zapisanego w odwrotnej notacji polskiej

5133-+-53755.4.-+

wynosi




Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Odwrotna notacja polska

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

2) wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan
nastepujacych problemow:

d) zamiany wyrazenia na posta¢ w odwrotnejnotacji polskieji obliczanie jego
wartosci na podstawie tej postaci,

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

i) struktury dynamiczne: stos, kolejka, lista (do realizacji algorytmu: ONP, symulacji
problemu Flawiusza, sortowania leksykograficznego),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;



« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Scharakteryzujesz notacje polska i odwrotng notacje polska.

e Przeanalizujesz kilka przykladow zapisu wyrazen klasycznym sposobem i odwrotng
notacjq polska.

» Wykonasz konwersj¢ wyrazenia zapisanego w sposob klasyczny na wyrazenie zapisane
w odwrotnejnotacji polskie;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie przygotowujg krotka notatke nt. notacji polskie;.

2. Przygotowanie do zajec¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»,Odwrotna notacja polska”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z multimedium
w sekcji ,Prezentacja multimedialna”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajaca w temat lekcji. Przedstawia cele zaje¢ oraz
kryteria sukcesu.



2. Rozpoznawanie wiedzy potocznej uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Chetna lub wybrana osoba przedstawia charakterystyke notacji polskiej. W kontekscie
jej wypowiedzi nauczyciel charakteryzuje odwrotng notacje polska. Uczniowie notujg
roznice i podobienstwa w formie mapy mysli.

2. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wySwietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekcji
~Wprowadzenie” W kontekscie ich realizacji nastepuje oméwienie ewentualnych
problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.Nauczyciel ponownie
wyswietla na tablicy temat lekcji zawarty w sekcji ,Wprowadzenie” i inicjuje krotka
rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego uczniowie si¢ nauczyli).

Praca domowa:
1. Zapisz algorytm obliczania odwrotnej notacji polskiej w postaci pseudokodu.

Wskazowki metodyczne:

e Multimedium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” mozna potraktowac jako zadanie
domowe dotyczgce analizy problemu zawartego w temacie ,Odwrotna notacja polska”



