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Czy to nie ciekawe?

Przyzwyczajeni jestesmy, ze samochod porusza sie na czterech kotach. Niestety, czasem
dochodzi do wypadku, w ktorym samochod ,,dachuje”, czyli obraca si¢ dookota wtasnej osi.
Czasem jednak jedynie na chwile dwa kota traca kontakt z podtozem, ale odpowiedni
manewr pozwala powroci¢ do normalnej orientacji samochodu - lub kontynuowac jazde na
dwoch kotach, jesli ma si¢ umiejetnosci kierowcy rajdowego. Jak to mozliwe, ze samochod
pozostaje w takiejrownowadze? Jak wyjasni¢ to z punktu widzenia sit i momentow sit
przytozonych do bryty sztywnej?



Rysunek a. Rownowaga bryty sztywnej, jaka jest samochéd - dlaczego moze jecha¢ na dwéch kotach?

Twoje cele

» dowiesz sig, jakie warunki musza by¢ spetnione, aby bryla sztywna pozostawata
w rownowadze - z punktu widzenia sit i momentow sit oraz z punktu widzenia
energii potencjalnej,

e poznasz rozne rodzaje rownowagi,

» przeanalizujesz, jak zachowuje si¢ cialo po wytragceniu ze stanu rownowagi,

 zastosujesz warunki statyki bryty sztywnej do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Warto przeczytac

Zanim odpowiemy precyzyjnie na pytanie ,Jakie warunki musza by¢ speinione, aby bryta
sztywna byta w rownowadze?”, zastanéwmy si¢, co wlasciwie rozumiemy pod pojeciem
~rownowagi”. Stojace dookota nas budynki i spoczywajace przedmioty sg w rownowadze,

a przewracajgca sie wieza z klockow, albo cztowiek, ktory si¢ poslizgnat i upada, ewidentnie
w rownowadze nie s3. Intuicyjnie czujemy zatem, ze rownowaga zwigzana jest ze
spoczynkiem, czyli brakiem zmian w potozeniu ciata lub uktadu ciat wzgledem siebie. Ale
rowniez, gdy ciato bedzie si¢ poruszato ruchem jednostajnym prostoliniowym,

w niezaklocony sposob, powiemy, ze jest w rownowadze - satelita lecacy przez przestrzen
kosmiczng, czy samochdd toczgcy sie monotonnie w korku rowniez bedg w rownowadze.
Te intuicyjne rozwazania mozna zapisa¢ matematycznie - zrobit to Newton w XVII wieku.
Sformulowat on pierwsza zasade dynamiki w nastepujacy sposob:

,Jesli na ciato nie dzialajg Zzadne sily, lub dzialajace sily sie rownowaza, ciato to pozostaje
w spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym’.

Bedziemy zatem przygladac si¢ sitom, ktére przytozone sg do ciata - jesli sity te sie
rownowazg, ciato nie bedzie miato przyspieszenia wzgledem przyjetego uktadu
odniesienia: bedzie albo spoczywac, albo poruszac si¢ jednostajnie po prostej. Zasada ta
obowigzuje zaréwno dla punktu materialnego, jak i zbioru punktéw, czyli ciata lub bryly
sztywnej. Zwro¢my uwage, ze pierwsza zasada dynamiki sformulowana przez Newtona
mowi o ruchu postepowym, ale bryla sztywna moze zaré6wno poruszac sie ruchem
postepowym, jak i ruchem obrotowym. O ile do zbadania ruchu postepowego ciata
musieliSmy przyjrze¢ sie przytozonym do niego sitom, to przy ruchu obrotowym bedziemy
przygladac¢ si¢ momentom sit. Mozemy sformutowac analogiczne prawo, ktore pozwoli nam
zrozumie¢, dlaczego niektore obiekty si¢ obracajg, a inne nie:

,Jesli na ciato nie dziatajg Zadne momenty sif, lub dzialajace momenty sit sic rownowazg, to
ciato pozostaje w spoczynku lub obraca si¢ ruchem jednostajnym’.

Czyli méwigc o rownowadze bryly sztywnej, bedziemy analizowa¢ zaré6wno rownowage sit,
jak i momentow sil. Bryta sztywna bedzie w rownowadze, jesli suma wszystkich dziatajgcych
na nig sit i suma wszystkich momentow sit wyniosg zero:
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M+ My+...+M, => M;=0
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Majac to na uwadze przyjrzymy sie Rys. 1. W kazdym momencie na przedstawiong bryle
_>
sztywng dziata skierowana pionowo w dot sita grawitacji Fy; oraz skierowana pionowo do

gory sila reakcji podtoza 17)} . W potozeniach B i C ewidentnie cialo to nie jest

w rownowadze, pojawia si¢ niezrownowazony moment sity, ktory sprawia, ze bryla wraca
do pionu lub si¢ przewraca. W potozeniach A i D widac, ze bryla pozostaje w rownowadze,
poniewaz nie wystepuja zadne momenty sit (wiec ich suma wynosi 0), a dziatajgce sity majg
te sama wartosS¢, ale przeciwny zwrot, czyli sie rownowazg. Ale czy ta rownowaga jest... tego
samego rodzaju? Przeciez tatwiej przewrocic taki prostopadtoScian na dtuzszy bok, gdy stoi
na krotszym. Czym wiec rozni sie¢ rownowaga w potozeniu A i D?

A B C D

Rys. 1. Bryta sztywna w réznych potozeniach
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Faktycznie wyrdzniamy rozne rodzaje rownowagi. Aby to lepiej zrozumiec¢ przyjrzyjmy si¢
jeszcze jednej orientacji bryly, jak na Rys. 2.:
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A B C

Rys. 2. Rézne rodzaje réwnowagi?
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

We wszystkich trzech przypadkach bryla jest w rownowadze, zgodnie z tym co napisaliSmy
o rownowadze sit i momentow sit. Wiemy jednak z codziennego doswiadczenia, ze ciato

C pozostanie w tym potozeniu, ciato B za chwile runie w lewo lub w prawo, a ciato

A rowniez pozostanie w tym potozeniu, ale tatwiejbedzie zmieni¢ jego orientacje niz
orientacje ciata lezacego. Dlaczego? Rozwazmy to z punktu widzenia momentow sit oraz

z punktu widzenia energii potencjalne;j.

Jakie bedg wartosci, kierunki i zwroty momentow sity, gdy kazde z tych ciat odrobine
wytragcimy z obecnego potozenia rownowagi?

W bryle postawionejna krawedzi pojawi si¢ niezrownowazony moment sity, ktory bedzie
powodowat ruch obrotowy oddalajacy bryte od pierwotnego potozenia rownowagi - taki
stan nazywamy stanem rownowagi chwiejnej (Rys. 3a., Rys. 3b.).
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Rys. 3a. Kolejne potozenia ciata w stanie réwnowagi chwiejnej. Po przytozeniu drobnej sity zaburzajacej F,
ciato przewraca sie i przechodzi do stanu réwnowagi trwatej.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
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Rys. 3b. Kolejne potozenia ciata w stanie rownowagi chwiejnej po przytozeniu drobnej sity zaburzajacej F’,
0 przeciwnym zwrocie niz na Rys. 4a.
Zrodto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

W przypadku bryty na Rys. 3c. — proba obrécenia jej, aby postawic¢ ja do pionu, spowoduje
powstanie momentu sity skierowanego tak, aby powro6cic ja do pozyciji poziome;j. Taki stan
nazywamy stanem rownowagi trwatej.



%
Rys. 3c. Kolejne potozenia ciata w stanie réwnowagi trwatej, ktére po przytozeniu drobnej sity zaburzajacej F,
wraca do potozenia poczatkowego.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

A co z brylg na Rys. 3d.? Tez delikatne wytracenie jej z potozenia rownowagi sprawi, ze
powstanie moment sity, ktory bedzie skierowany w kierunku przywracajagcym potozeniem
pionowe. Czy jest to zatem rowniez rownowaga trwata? Nie do konca - poniewaz
wytracenie tego ciata odrobine bardziej z potozenia rownowagi sprawi, ze moment sity
zmieni swoj kierunek, a cialo sie przewroci. Taki stan nazywamy stanem metastabilnym.

‘>
Rys. 3d. Po przytozeniu drobnej sity zaburzajacej F, ciato wraca do potozenia poczatkowego, ale gdy
wychylimy je bardziej z potozenia pionowego, przewrdci sie. Taki stan nazywamy stanem metastabilnym.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.



Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz Rys. 2. Przeanalizujmy teraz nie zmiany wartosci sit i momentow
sit, ale zmiany potozenia $rodka masy. Srodek masy zaznaczony jest na rysunku czarng
kropka. Zwro¢my uwage, ze postawienie tej bryly na krawedzi sprawia, ze Srodek masy
znajduje si¢ wyzej - znaczy to, ze zwiekszyla si¢ energia potencjalna tej bryly. Natomiast po
przewroceniu sie na dluzszy bok srodek masy jest zdecydowanie nizej - zatem energia
potencjalna sie zmniejszyta. UstaliliSmy wczes$niej, ze stan, gdy cialo postawione jest na
krawedzi to stan rownowagi chwiejnej, a gdy lezy na dtuzszym boku, to stan rownowagi
trwalej. Teraz mozemy to samo zdanie sformutowac z punktu widzenia energii potencjalne;j.
Kazde ciato dazy do stanu o najnizszej energii potencjalnej. Zatem stan, w ktorym potozenie
Srodka masy jest najnizej, jest stanem rownowagi trwalej. Aby ustali¢, w jakim stanie jest
cialo, nalezy zada¢ pytanie: czy na skutek przytozenia do ciala sily, ktéra wytraci je

z polozenia rownowagi, energia ciata wzrosnie, zmaleje czy pozostanie bez zmian?
Omawiane sytuacje poréwnajmy z Rys. 4.:

Schematyczne przedstawienie rownowagi

trwatej chwiejnej obojetnej metastabilnej

Rys. 4. Rézne rodzaje réwnowagi - potozenie srodka masy.

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, [na podstawie: https:/pl.wikipedia.org/wiki/R%C3%B3wnowaga_(mechanika)],
licencja: CC BY 4.0.

Jesli energia potencjalna ciala si¢ zmniejsza wskutek wytracenia go z potozenia rownowagi,
to mowimy o rownowadze chwiejnej, jak w przyktadzie B na Rys. 2.

Jesli energia potencjalna ciata sie zwieksza wskutek wytracenia go z potozenia rownowagi,
to ciato to bylo w rownowadze trwateji bedzie do niego wracac, jak w potozeniu C na Rys.
2.

Sytuacja przedstawiona w czesci A Rys. 2. odpowiada sytuacji ,metastabilnej’, jak w prawe;
czesci Rys. 4. W tym wypadku ciato jest w lokalnym minimum energii potencjalne;j.
Oznacza to, ze po przylozeniu sity o niewielkiej wartosci cialo wroci do wyjSciowej pozyci,
ale przytozenie nieco wigkszej sity wytracajacej go z potozenia rownowagi moze sprawic, ze
zajmie nowg pozycje - przewroci si¢. Po przewroceniu ciato to znajdzie si¢ w globalnym
minimum energii potencjalnym, a nie lokalnym. Innymi stowy: potozenie Srodka masy
bedzie najnizsze z mozliwych w tym uktadzie.

Czyli nasz pionowo postawiony prostopadtoscian przy lekkim dotknieciu sie zakotysze, ale
wroci do pionu, do lokalnego potozenia rownowagi, a przy mocniejszym pchnieciu



przewroci si¢, zajmujgc globalne potozenie rownowagi.

Stowniczek
moment sity

— —
(ang.: torque, moment of force) wielkos¢ wektorowa, zdefiniowana jako: M = 7 x F-
iloczyn wektorowy wektora r taczacego oS obrotu ciata z punktem przylozenia sily oraz
%
wektora sity F'.

strongman

rodzaj zawodow (lub okreslenie zawodnika biorgcego w nich udziat) polegajacych na
przemieszczaniu obiektow o duzej masie




Symulacja interaktywna

Warunki rowéwnowagi bryty sztywnej

W symulacji mamy mozliwos¢ obserwowania zmian potozenia Srodka cigzkosci
prostopadiosScianu w trakcie obracania sie go z boku na bok. Szybkos¢ obrotu bryty zalezy
od sposobu uruchomienia symulacji (przycisk Startlub suwak €). W kazdym potozeniu

—
obliczana jest warto$¢ wspotrzednej momentu sity grawitacji F,, wzgledem punktu,
w ktorym bryla styka sie z podtozem. Mozna tez zmieni¢ wysokoS¢ prostopadtoscianu.

Uwaga. Praca z symulacja jest wygodniejsza po przetaczeniu na widok petnoekranowy.
Polecenie 1

Uruchom symulacje i obserwuj zmiany potozenia srodka masy (SM) bryty. Zwré¢ uwage na

potozenie lokalnego i globalnego minimum energii potencjalne;.

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
Polecenie 2

Sprawdz, o ile wieksza jest wartos¢ momentu sity grawitacji wzgledem punktu, w ktérym bryta
styka sie z podtozem, po obrdoceniu prostopadtoscianu o ten sam kat, ale z pozycji pionowej

i poziome;j.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

Rownowaga bryty sztywnej zachodzi, gdy:

nie dziataja na bryte zadne momenty sit
przytozone do bryty sity rownowazg momenty sit
dziatajace na bryte sity sie rownowaza

dziatajace na bryte sity i momenty sit sie rwnowaza

o O O O

Cwiczenie 2 ¢

Dopasuj obrazki do opiséw

Rod oo 228

Rownowaga Rownowaga Rownowaga Réwnowaga
trwata obojetna metastabilna chwiejna

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, [na podstawie:
https:/pl.wikipedia.org/wiki/R%C3%B3wnowaga_(mechanika)], licencja: CC BY 4.0.




Cwiczenie 3 )]
Szescian o krawedzi a = 10 cm i masie m = 2 kg znajduje sie w rownowadze trwate;j.
Przytozenie do tego szescianu momentu sity spowodowato jego obrécenie do
potozenia réwnowagi chwiejnej, jak na rysunku ponizej. Jaka jest wartosc pracy
wykonanej przez te site? OdpowiedZ podaj z doktadnoscig do dwdch miejsc

znaczacych.

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Odpowiedz: J




Cwiczenie 4 ®
Szescian o masie m = 1 kg i krawedzi a = 0,1 m zostaje przewrdcony na inny bok po
przytozeniu momentu sity. Ponizszy wykres przedstawia zaleznos¢ energii potencjalnej

tego szescianu od kata obrotu a. Ktére z ponizszych zdan mozesz uznac¢ za prawdziwe
na podstawie tego wykresu?
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0
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Stopnie

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

O Catkowita praca wykonana na zmiane potozenia z a = 0° do a = 90° moze zostac
obliczona z tego wykresu jako pole pod krzywa.

() W potozeniu a = 45° bryta znajduje sie w potozeniu rownowagi trwatej.

O Sita zewnetrzna wykonuje prace tylko w trakcie przekrecania bryty do potozenia
a = 45°, poniewaz pdzniej to sita grawitacji wykonuje pozostata prace.

() W potozeniu a = 45° bryta znajduje sie w potozeniu réwnowagi chwiejne;j.



Cwiczenie 5 C
Na samochdd, wchodzacy w niewyprofilowany zakret, zaczyna dziata¢c moment sity

pochodzacy od sity odsrodkowej. Przy jakiej predkosci samochodu jego kota oderwa sie od
podtoza?

Przyjmij, ze: rozstaw két 1 = 160 cm, srodek ciezkosci samochodu znajduje sie na wysokosci
h = 90 cm, promien krzywizny drogi wynosi R=45 m.

Odpowiedz podaj z doktadnosciag do trzech cyfr znaczacych.

Odpowiedz: km/h




Cwiczenie 6 @
,2Strongman” to rodzaj zawoddw sitowych, polegajacych na rywalizacji gtdéwnie

w podnoszeniu lub przemieszczaniu duzych ciezaréw, zazwyczaj na czas. Jedng

z konkurencji jest przerzucanie olbrzymich opon. Wyjasnij, dlaczego opone tak tatwo
jest toczyd, a tak trudno jest przerzucac z pozycji lezacej? W ktdry momencie wysitek

zawodnika jest najwiekszy?

Zrédto: dostepny w internecie: https:/pl.wikipedia.org/wiki/Plik:Tyre_Flip.JPG [dostep 1.04.2022], licencja: CC BY-
SA 3.0.




Cwiczenie 7
Wyprowadz wzor na zalezno$¢ wysokosci Srodka masy szescianu od kata podczas

stawiania go na krawedzi, przyjmujac oznaczenia, jak na rysunku ponize;j.

SprawdZ wynik wiedzac, ze w réwnowadze trwatej wysokos$¢ wynosi 2 aw potozeniu

rownowagi chwiejnej ‘“2/2 .

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.



Cwiczenie 8 O
Na rysunku ponizej przedstawiono hustawke - bryte sztywna, ktéra obcigzono dwoma
ciezarami. Prawe ramie dZwigni jest trzy razy dtuzsze od lewego (ro = 3r1), a ciezar
obiektu z prawej strony jest trzy razy wiekszy niz ciezar po lewej (Fy = 3F}). Czy

hustawka ta znajduje sie w potozeniu rownowagi?

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

() Nie

() Tak



Dla nauczyciela
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Fizyka
Warunki rownowagi bryly sztywnej
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

I. Wykorzystanie pojec¢ i wielkosci fizycznych do opisu zjawisk
oraz wskazywanie ich przykladow w otaczajacej rzeczywistosci.

I. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw
i zaleznosci fizycznych.

II. Planowanie i przeprowadzanie obserwaciji lub doSwiadczen
oraz wnioskowanie na podstawie ich wynikow.

ZaKkres rozszerzony
TreSci nauczania - wymagania szczegolowe

. Wymagania przekrojowe. Uczen:

4) przeprowadza obliczenia liczbowe postugujac sie
kalkulatorem;

19) wyodrebnia zjawisko z kontekstu, nazywa je oraz wskazuje
czynniki istotne i nieistotne dla jego przebiegu;

III. Mechaniki bryly sztywnej. Uczen:
3) stosuje warunki statyki bryly sztywnej; postuguje si¢ pojeciem
momentu sit wraz z jednostka.

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie
nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

« kompetencije osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci
uczenia si¢.



Uczen:

1. wyjasnia, jakie warunki musza by¢ speinione, aby bryta
_ sztywna pozostawata w rownowadze - z punktu widzenia sit
Cele operacyjne: i momentow sit oraz z punktu widzenia energii potencjalne;.
2. rozroznia rozne rodzaje rownowagi.
3. stosuje warunki statyki bryty sztywnej do rozwigzywania

zadan.

Strategie i metody .
) eksperymentalno-obserwacyjna
nauczania:

. - dyskusja grupowa,
Formy zajec: . .
- praca indywidualna.

Srodki komputer z dostepem do Internetu i projektorem
dydaktyczne: multimedialnym, podtuzny przedmiot (np. dtugopis, kij, deska)
Material

a erla.y brak
pomocnicze:
PRZEBIEG LEKCJI
Faza wprowadzajaca:

Nauczyciel prosi ochotnika o przeprowadzenie prostego doswiadczenia: nauczyciel
wrecza uczniowi kiji prosi o przytrzymanie go jednym palcem tak, aby spoczywat bez
ruchu poziomo.

Po wykonaniu zadania nauczyciel prosi o to samo, ale teraz kij ma by¢ zorientowany
pionowo.

Po kilku prébach nauczyciel dzigkuje uczniowi i pyta klasy, dlaczego ten sam przedmiot
tak tatwo utrzymac bez ruchu w jednym potozeniu, a tak trudno w drugim.

Nauczyciel moderuje dyskusje grupowg, przechodzac do fazy realizacij.
Faza realizacyjna:

Nauczyciel dzieli tablice na dwie czeSci, na jednej zapisujac ,rownowaga momentow sit”,
a na drugiej ,potozenie Srodka masy”. Nauczyciel prosi dwoch ochotnikow o wykonanie
rysunkow do kazdego z terminow, prezentujacych zagadnienie z kijem z tych dwoch
perspektyw. Nauczyciel prosi uczniéw o samodzielne rozwigzanie zadania1i 2

z zestawu ¢wiczen, aby sprawdzi¢ przyswojenie przez uczniow omawianych pojec.
Nastepnie nauczyciel prosi ochotnika o rozwigzanie z jego wsparciem zadania 5 na
tablicy.

Faza podsumowujaca:



Nauczyciel odpowiada na pytania i rozwiewa watpliwosci. Na zakonczenie nauczyciel
prezentuje symulacje z niniejszego e-materialu, pokazujgca zmiany potozenia Srodka
ciezkosci prostopadioScianu. Nauczyciel kontrolnie pyta (na podstawie wykresu),

w ktorym wypadku obiekt znajduje sie w potozeniu rownowagi trwatej, a w ktorym

w metatrwale;j.

Praca domowa:
Zadania: 3, 4, 6 z zestawu ¢wiczen.

Wskazowki

Mozna rowniez rozpoczg¢ od samodzielnego
metodyczne

.. .. eksperymentowania z parametrami symulacii przez uczniow

opisujace rozne , bery , P L, . ym . 1P N
] i w ten sposob naprowadzi¢ ich na intuicyjne rozumienie

zastosowania

danego

multimedium:

zwigzku miedzy rownowagy, a potozeniem Srodka masy bryty
sztywnej.



