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Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W VIw n. e. hinduski astronom Varahamihira postugiwat sie funkcjami
trygonometrycznymi i korzystat ze znanego nam wzoru na tzw. jedynke trygonometryczna.

W tym materiale wykorzystamy jedynke trygonometryczng, czyli wzor

2

sina+cosa =1

oraz inne zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata, do
rozwiazywania zadan.

Twoje cele

» Poznasz zastosowanie prostych zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi:
2

sin a

)
sIn“ o + cos 050"

a=1tga=
» Znajac wartoSc¢ jednej z funkciji: sinus lub cosinus, wyznaczysz wartoSci pozostatych

funkciji tego samego kata ostrego.




Przeczytaj

W ponizszych przyktadach wykorzystamy definicje funkcji trygonometrycznych kata
ostrego oraz zwigzki miedzy nimi:

2 sin o

.2
sin“ o + cos o5

a=1litga =

Bedziemy przeksztalca¢ wyrazenia i rownosci do rownowaznych postaci, aby tatwiej
wyciagnac¢ interesujgce nas wnioski.
Przyktad 1

Sprawdzimy, czy istnieje kat ostry «, taki, ze:

a)sina = % icosa =

SIS

)

b) cosa = %itga: 2;

4
3-cosa *

c)tga =

Rozwigzanie:

na= 3 i — 4
a)sina = ¢ icosa = ¢

>

Kat a istnieje, gdy pomiedzy sinusem a cosinusem kata a zachodzi zwigzek:

2

sin?a + cos®a = 1.

. Los s _ 3. _ 4 . .
Podstawiajac warto$ci sina = £ 1cosa = %, otrzymujemy:

. 2 2
sinfa+cos’a=(2) +(3) =4+ =2 =1
Odpowiedz:

Taki kat «c istnieje.

b) cosa = %itga=2

. ’ 7 . . . s . _ sin o
Obliczamy wartos¢ sin a, korzystajgc z zaleznosci tg a = ==

sinae : _ — 1 _ 2
wose — 2 stadsina=2-cosa=2-5 = 3.

. Wiemy, ze tg o = 2, wiec

Kat a istnieje, gdy pomiedzy sinusem a cosinusem kata o zachodzi zwigzek:

2

sinfa + cos?a = 1.

Podstawiajac do tego wzoru wartosci sina = 5 icosa = %, otrzymujemy:

2
3
sina tcosfa = (3)7 4 (1) =+ 4 = § #1

Odpowiedz:
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Nie istnieje taki kat «, dla ktérego cos o = % itga = 2.

. 4
C) tg a = 3-cos

sin
cos o

Korzystajac z zaleznosci tg a = , dokonamy przeksztatcen, ktore umozliwig nam

wyliczenie wartoSci sinusa i cosinusa kata a:

_4
3-cosa’

tg a =

; __ sina __ 4 :
czylitg a = -0 = 5oy icosa # 0.

sin
cos o

. . , . . 4
Mnozymy obie strony rownosci = 300so przezcosa (cosa # 0)

4

e 4 - cos a, stad sina = 3.

cosa cosa = 3-cos

Zgodnie z definicjg, w trojkgcie prostokatnym sinus kata « jest stosunkiem diugosci
przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata o do dtugosci przeciwprostokatne;.

Przeciwprostokatna jest najdtuzszym bokiem, wigc niemozliwe jest, aby stosunek
krotszego boku do dluzszego dawat wynik wiekszy niz jeden.

Otrzymali$my warto$¢ wiekszg od jeden: sin @ = % > 1, nie ma wi¢c takiego kata a.

Odpowiedz:

_4
3-cosa *

Nie istnieje taki kat a, dla ktorego tg a =
Przyktad 2

Wiedzac, ze kat o jest ostry i sina = %, obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych
kata (90° — ).

Rozwiazanie:

Majac sina = %, budujemy trojkat prostokatny o przyprostokatnej a lezacejnaprzeciw
kata o dtugosci 3z i przeciwprostokatnej dtugosci bz, gdzie £ > 0.
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Z twierdzenia Pitagorasa: ¢ = a® + b* wyznaczamy dtugoéé przyprostokatne;j b:
(5z)% = (3z)” + b2,

b2 = (5z)° — (3z)* = 2522 — 922 = 1622, wiec

b= V1622 = 4z.

Suma katow w trojkgcie wynosi 180°: a + 5+ 90° = 1807, wiec
a+ B =180" —90° = 90°. Oznacza to, ze kat lezacy naprzeciw przyprostokatnejb ma
miare 5 = 90" — a.

Z definicji funkcji trygonometrycznych:

sin(90° — @) = &£ = 1,
cos(90° —a) = & = 3,
tg (90" —a) = £ = 3.

Odpowiedz:

sin(90° — @) = =,cos(90° — ) = L itg (90° — ) = 1.
Przyktad 3

Uzasadnimy, ze sina - cos o < % dla dowolnego kata a.

Rozwigzanie:

Uzasadniajac powyzszg nieréwnosc¢, wykorzystamy fakt, ze (sin o — cos a)2 > 0.
Korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy

(a —b)® = a® — 2ab + b2

i ze wzoru sin? a + cos? a = 1, otrzymujemy

2 2

. 2 . .
(sina — cosa)” =sin“a — 2 -sina - cosa + cos® o =

20 —2-sina-cosa=1—2-sina-cosa > 0,

= sin® a + cos
1—-2-sina-cosa > 0, czyli
—2-sina-cosa > —1.

Dzielgc stronami przez (—2), otrzymujemy:

sina-cosa < %, co nalezato wykazac.
Przyktad 4



Wiedzac, ze tg a +

tga

Rozwigzanie:

3
tg® o + tg% = (tg a)® + (tga)

Korzystajac ze wzoru na sume szescianow a® + b* = (a + b) (a® — ab + b?),
otrzymujemy:

tga_

= (tg o)’ + (tg%x)3 —

2
2
- (ot ) (teer + () - tga <)

Ponadto, korzystajac ze wzoru (a + b)> = a? + b® — 2ab, wyznaczymy

<(tg o?) + (%)2>

2 2
(podstawiamy: (tg oz)2 + (L) (tg o+ ) — 2oraztg a + —

1 1)
:(tga—i—tg—a) (tga—i—tg—a) —2-1)=

= 4)

tga



4-(42-2-1) =

=4-(16-2—-1) =
=4-13 =52
Odpowiedz:

3 1 _
tg® a + e 92.
Przyktad 5

1
cos

Sprawdzimy, czy rowno$¢ (1 + sin a)( —tg a) = cos a jest prawdziwa.
Rozwigzanie:

Bedziemy przeksztalcac lewa strone réwnosci tak dtugo, az dojdziemy do prawej strony.
Jesli jednak do niej nie dojdziemy, to pokazemy w ten sposob, ze powyzsza roOwnos¢ jest
sprzeczna.

L - lewa strona rownosci;
P - prawa strona rownosci.

L=(1+sina)(o-—tga)

Cos

P = cos«

Wykorzystamy zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi:

i . e 2
tg a = 222 jsin® o + cos?

Cos a = 1

oraz wzor skroconego mnozenia:

(a + b)(a — b) = a® — b,

L=(1+sina)(——-tga) =

Cos &

o . 1 sin

- (1+S1na)(cosa T cosa) -
__ (l4sina) (1-sina)

- 1 cos a —

_ (14sina)(1—sina) _

Cos &

1—sin’® a

Ccos

— cosza —

Cos

=cosa=P



Odpowiedz:

1
cos

ROWnOS¢ (1 + sin o) ( — tg a) = cosa jest prawdziwa.

Stownik
sinus kata o

w trojkacie prostokgtnym stosunek dlugosci przyprostokatnej przeciwleglejdo kata a do
przeciwprostokatnej
cosinus kata o

w trojkacie prostokgtnym stosunek dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata o do
przeciwprostokatnej




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem prezentujacym rozwigzania zadan z wyrazeniami zawierajacymi funkcje
trygonometryczne. Rozwiagz zadania znajdujace sie pod filmem i poréwnaj swoje wyniki

z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCCEMdgSX

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wyrazen zawierajgcych funkcje
trygonometryczne.

Polecenie 2
: . _ 1 : sin’
Wiedzac, ze cos a = 3, oblicz Trcosa -
Polecenie 3
.« tg2a <. 92
Wykaz, ze dla dowolnego kata a: ol = sin” a.


https://zpe.gov.pl/a/DCCEMdgSX

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wyrazenia zawierajace funkcje trygonometryczne
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) korzysta ze wzorow na: a® + b3, (a +b)"i (a — b)".
VIL. Trygonometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens dla katow od 0° do 180°,
w szczegblnosci wyznacza warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45° 1 60°;

sin o

, < 2 2 o o
4) korzysta ze wzoréw sin” a +cos*a = 1,tg a = 2=

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii inzynierii

« kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:



e poznaje rozne zastosowania zwigzkow miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata

» wykorzystuje poznane wzory do przeksztalcania wyrazen

» przeksztalca wyrazenia stosujgc definicje funkcji trygonometrycznych oraz zwigzki
miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

 analizuje zadania oraz wybiera najefektywniejszg metode prowadzacg do ich
rozwigzania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wyktad informacyjny
e burza mozgow
» pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu
 projektor multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podaja zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi (zapisujg je na
tablicy).

2. Uczniowie podaja wzory skréconego mnozenia i zapisuja je na tablicy.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy 3-osobowe.

2. Uczniowie w grupach analizujg przyklady zawarte w sekcji ,Przeczytaj”

3. Uczniowie przedyskutowujg na forum catej klasy rozwigzania przyktadow zawartych
w sekciji ,Przeczytaj’.



4. Nauczyciel prezentuje film samouczek z metodami rozwigzywania zadan.

5. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja zadania znajdujace si¢ pod filmem oraz ¢wiczenia
interaktywne wskazane przez nauczyciela.

6. Nauczyciel kontroluje prace uczniéw udzielajgc im wskazowek.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych nie rozwigzanych na lekcij.
Materialy pomocnicze:

o Tozsamosci trygonometryczne
» Tozsamosci trygonometryczne - Przyklady
» Tozsamosci trygonometryczne — Zadania

Wskazowki metodyczne:

Materialy zawarte w filmie samouczku uczniowie mogg wykorzysta¢ w przygotowaniu sie
do lekcji. Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/tozsamosci-trygonometryczne/Dt0Qpoxx9
https://epodreczniki.pl/a/przyklady/D19e7Gvwr
https://epodreczniki.pl/a/zadania/DtekEjHSV

