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Granica ciggu nieskonczonego

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Jedna z podstawowych wilasnosci ciggu zbieznego jest posiadanie przez niego granicy.
Obecnie stosowana definicja granicy ciggu zostata podana niezaleznie przez dwoch
matematykow. Pierwszym z nich byt pochodzacy z Czech Bernard Bolzano, ktory podat
definicje granicy w roku 1816 w publikacji Der binomische Lehrsatz. Drugim byt Francuz
Augustin Louis Cauchy (Cours d’analyse, 1821).

Twoje cele

» Poznasz definicje granicy ciggu zbieznego.
o Poznasz przyktady ciggdéw posiadajacych granice.
e Zrozumiesz w jaki sposob definicja granicy ciggu powigzana jest z pojeciem

otoczenia punktu.



Przeczytaj

Co granica ciaggu ma wspodlnego z otoczeniem punktu?

Zanim podamy formalng definicje granicy ciggu nieskonczonego, przyjrzyjmy sie
nastepujacemu przyktadowi. Rozwazmy cigg okreslony wzorem a,, = %, n € N.
Podstawiajac za n kolejne liczby naturalne, otrzymujemy ciag 1,%, % , % : %

Ciag ten mozna przedstawi¢ graficznie nastepujaco
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zwrocmy uwage, ze kazdy kolejny wyraz tego ciggu znajduje si¢ coraz blizej zera. Wynika to
z faktu, ze wyrazami tego ciggu sg utamki zwykte, ktorych liczniki sa zawsze rowne jeden,
natomiast mianowniki to kolejne liczby naturalne. Zatem cigg ten jest malejacy i oczywiScie
wszystkie jego wyrazy sg dodatnie. GdybySmy teraz rozwazyli dowolne otoczenie zera, czyli
przedziat (—¢, €), to niezaleznie od wyboru dodatniejliczby e (w szczegdlnosci biorac
dowolnie matg dodatniag liczbe €) zawsze do takiego otoczenia naleze¢ beda prawie
wszystkie wyrazy tego ciggu (tzn. wszystkie poza skonczong iloscig).
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Patrzac na powyzszy rysunek widzimy, ze wybierajac dodatnig liczbe € dowolnie blisko
zera, zawsze po jej prawej stronie bedzie sie znajdowac skonczona ilo§¢ wyrazow ciagu.
Zatem na lewo znajdowac si¢ beda prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.



Powyzsza obserwacja pozwala sformutowac intuicyjng definicje granicy ciggu. Mianowicie
jest to taka liczba rzeczywista g € R, ze w dowolnym jej otoczeniu znajdujg si¢ prawie
wszystkie wyrazy tego ciggu. Powyzsza definicje mozna zapisa¢ w sposob formalny
nastepujgco.

Definicja: Granica ciggu

Niech dany bedzie ciag nieskonczony (a,,). Powiemy, ze liczba g € R jest granicg tego
ciagu, jesli dla dowolnejliczby dodatnieje > 0 istnieje liczba naturalna IV taka, ze dla
dowolnejliczby naturalnejn > N zachodzi nieréwnos¢

la, — g| < €.

Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej ostatnia nierownos¢ mozna zapisac
nastepujaco

—e<a, —g<Ee,
czyli
g—e<a,<g-+e.

Ostatnia nierownos¢ oznacza wlasnie, ze prawie wszystkie wyrazy ciggu a,, (doktadnie
wszystkie poczawszy od wyrazu o numerze N + 1) nalezg do przedziatu (g—e, g+¢), czyli
do otoczenia liczby g o promieniu €, przy czym liczbe dodatnia € mozna wybra¢ dowolnie
mata.

Uwaga!

Nie kazdy cigg nieskonczony posiada granice. Przyktady takich ciaggéw podane beda
w kolejnych tematach.

Jesli cigg (a,,) posiada granice rowna liczbie g € R, to fakt ten zapisujemy nastepujaco

lim a, = g.
n—-+o0o n g

Przyktad 1

Powr6¢my do poczatkowego przyktadu ciagu a, = %, n € N. Z przeprowadzonych
rozwazan wynika, ze cigg ten posiada granice i jest ona rowna 0. Zatem zgodnie

z definicjg dla kazdej dodatniejliczby € istnieje liczba naturalna IV taka, ze dla dowolne;j
liczby naturalnejn > N zachodzi nieréwnos¢ |a,, — 0| < €. Podstawiajac wzor ciggu

i korzystajac z faktu, ze wszystkie jego wyrazy sa dodatnie, ostatnia nierownosc jest
rownowazna nierownosci % < €. Jest to nierownos¢ prawdziwa, gdyz wybierajac
dowolng dodatnig liczbe € (w szczegdlnosSci dowolnie malg) zawsze znajdziemy na tyle
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duzg liczbe naturalng N, aby % < €. Wowczas nierownos¢ ta bedzie tez spetniona dla
kazdejliczby naturalnejn > IN. Zatem istotnie prawda jest, ze

lim = =0.
n—+oo M

Stownik

prawie wszystkie wyrazy ciggu

wszystkie wyrazy ciggu poza skonczong ich iloscia
otoczenie punktu

Otoczeniem punktu x( o promieniu € > 0 nazywamy zbior

U(zg,e) ={x € R: |z — x| < e}



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg infografika, na ktérej przedstawiono interpretacje geometryczng
ciagow (a,) oraz (b,), ktore posiadaja taka sama granice g.

Nastepnie na podstawie podanych w infografice wartosci niektérych wyrazéw tych ciggéw,
odpowiedz na zamieszczone ponizej pytania.

Polecenie 2

Jaka jest granica obu ciggéw przedstawionych na powyzszej infografice?

Polecenie 3

Zapisz wzor na wyraz ogolny kazdego z ciggdw przedstawionych na powyzszej infografice.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Czy prawie wszystkie wyrazy ciggu a,, = 2 — % naleza do przedziatu (

po|eo
NN}

)?

() Nie

() Tak

Cwiczenie 2 ®

Wiadomo, ze 1_1)13 a, = 1. Wskaz przedziaty, do ktérych nalezg prawie wszystkie wyrazy
n (0.0)

ciagu an,.

) (2,9)
E] (_171)
D (_272)

L) (0,2)

Cwiczenie 3

Korzystajac z definicji granicy ciggu, uzupetnij ponizszy tekst wiedzac, ze lirf anp = 3.
n—-—+0oo

n>N||lan—3/>¢c|[n<N||lan—3<e|[e>0]|[c<0]




Cwiczenie 4

Dany jest ciag a, = % Wskaz liczbe naturalng N taka, ze a,, < % dla kazdegon > NN.

() N=3
O N=1
O N=2
O N=4
Cwiczenie 5

Dany jest ciag a,, = % Wskaz liczby naturalne NV takie, ze a,, < % dla kazdegon > N.

() N=4
) N=3
) N=1
() N=2
Cwiczenie 6

_n_

11+ Czy istnieje liczba naturalna NV taka, ze an, < % dla kazdegon > N

Dany jest ciag a,, =
5

() Nie

() Tak



Cwiczenie 7 @

Znajac granice ciggdw potacz je w pary z przedziatami, do ktérych nalezg prawie wszystkie ich

wyrazy.
. _ 1 3
nl—lgll—loo Gn 2 (Z’ Z)
g O = 1 (1,2)
lim a, = & (é i)
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Cwiczenie 8 @

Znajac granice ciggdéw przenies je do obszaréow odpowiadajgcych przedziatom, do ktérych
nalezg prawie wszystkie wyrazy ciggu.
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Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Granica ciggu nieskonczonego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice ciggow, korzystajac z granic ciggow typu % {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciggdéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

 definiuje granice ciggu zbieznego,

 analizuje przyklady ciaggdéw posiadajacych granice,

 opisuje w jaki sposob definicja granicy ciggu powigzana jest z pojeciem otoczenia
punktu.

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium bazowego i ¢wiczen
interaktywnych;
» metoda tekstu przewodniego;

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach;
e pracaw grupach.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do internetu, stuchawki;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o duze arkusze papieru, flamastry dla kazdej grupy.

Przebieg zajeé:
Faza wstepna

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajacq na temat granicy ciggu nieskonczonego.

Faza realizacyjna

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy 5-6 osobowe. Kazda grupa ma za zadanie
wyznaczenie kolejnych elementoéw otrzymanego ciggu i zaznaczenie ich na osi
liczbowej. Ciagi jakie otrzymujg uczniowie, to ciagi postaci a,, = %, gdzie A jest
wybrang przez nauczyciela liczbg naturalng, inng dla kazdej grupy. Nastepnie kazda
grupa prezentuje pozostatym uczniom swojg prace. Uczniowie wspolnie na podstawie
rysunkow formutujg wnioski na temat wlasnosci otrzymanych ciggoéw. Nauczyciel
wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie pracuja w parach, metoda tekstu przewodniego — wykorzystujgc
odpowiednie tresci z sekcji ,Przeczytaj” . Nauczyciel na przykladzie ciggu a, = %
wyjasnia definicje granicy ciagu.

3. Uczniowie wykonujg zadania interaktywne zawarte w lekcji. Po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienia rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca

1. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/tem sie ..."



Praca domowa
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie robili na lekcji.
Materialy pomocnicze:
» Pojecie ciggu. Cigg jako funkcja zmiennej naturalnej
Wskazowki metodyczne opisujgce rézne zastosowania multimedium:

Uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ infografiki jako prace wlasng przed lekcjg lub po nie;j,
jako podsumowanie.
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