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Katy miedzy prostymi a ptaszczyznami

w graniastostupie prawidtowym czworokatnym

Zrédto: Darren Chin-Yue z Pixabay, domena publiczna.

Rzut oszczepem jest jedna z dyscyplin olimpijskich. Wyglada bardzo nieskomplikowanie -
wystarczy wzig¢ rozbieg, zamach i rzucic. Jezeli jednak zapytamy profesjonalnych
sportowcow o tajniki dalekiego rzutu, na pewno powiedzg nam o optymalnym kacie
nachylenia oszczepu podczas rzutu, ale tez o kacie wbicia oszczepu w podtoze. To ostatnie
jest przykladem kata nachylenia prostej (wyznaczonej przez oszczep) do ptaszczyzny
(podtoza). W nastepujacym materiale przypomnimy, jak wyznacza¢ miare takiego kata oraz
przyjrzymy sie kgtom nachylenia réznych prostych do $cian graniastostupa prawidtowego
czworokatnego.

Twoje cele

» Wskazesz, kat nachylenia prostejzawierajacej dany odcinek w graniastostupie
prawidtowym czworokatnym do ptaszczyzny zawierajgcej Sciane tego
graniastostupa.

» Obliczysz miare kata nachylenia prostejzawierajgcej dany odcinek w graniastostupie
prawidtowym czworokatnym do plaszczyzny zawierajgcej Sciane tego
graniastostupa.

o Wykorzystasz wiedz¢ z trygonometrii i planimetrii do rozwigzywania zadan ze
stereometrii.
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Przeczytaj

Na poczatku przypomnijmy wiadomosci dotyczgce graniastostupa prawidtowego
czworokatnego.

Definicja: graniastostupa prawidtowego czworokatnego

Graniastostup prawidlowy czworokatny to taki graniastostup prosty, ktory ma
w podstawie czworokat foremny, czyli kwadrat.

Dany jest graniastostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy dlugosci a
i krawedzi bocznej dtugosci h.

Wtedy:

o dlugos¢ przekatnejpodstawy p = a2,

o dlugoé¢ przekatnej graniastostupa d = v/2a2 + h2,

« suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa S = 8a + 4h.
Definicja: kata pomiedzy prosta a ptaszczyznag

« Jezeli prosta jest rownolegla do ptaszczyzny, to przyjmujemy kat pomiedzy nimi 0°.
« Jezeli prosta jest prostopadta do plaszczyzny, to przyjmujemy kat pomiedzy nimi 90°.
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o W pozostatych przypadkach kat pomiedzy prostg a ptaszczyzna to kat pomiedzy ta
prostg a jej rzutem prostokatnym na dang plaszczyzne. Te sytuacje obrazuje ponizszy
aplet.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D15zhJitY

Chcac wyznaczy¢ kat pomiedzy prostg m a plaszczyzng m wyznaczamy rzut prostokatny
prostej m na plaszczyzne m. Ponizsze kroki mozesz uzyskac nawigujac strzatkami od kroku

1dob.

1. Wyznaczamy punkt wspolny prosteji plaszczyzny (w aplecie punkt A).

2. Z dowolnego wybranego punktu na prostejm (w aplecie punkt B) prowadzimy prostg
k prostopadlg do ptaszczyzny .

3. Wyznaczamy punkt wspolny prostej k i plaszczyzny 7 - punkt B'.

4. Prowadzimy prosta przez punkty A i B, ktora lezy na plaszczyznie 7 (w aplecie to
prostam). Jest ona rzutem prostokatnym prostej m na plaszczyzne 7.

5. Kat pomiedzy prostymi m i m’ jest katem pomiedzy prosta m a plaszczyzna .

Przyjrzyjmy sie katom pomiedzy prostymi zawierajgcymi niektore odcinki w graniastostupie

prawidtowym czworokgtnym, a ptaszczyznami zawierajacymi Sciany tej bryly.

Kat nachylenia przekatnej sciany bocznej do ptaszczyzny
podstawy

Rzutem prostokatnym przekatnej BG $ciany bocznej BCGF' graniastostupa prawidtowego
czworokgtnego na plaszczyzne podstawy ABC D jest krawedz BC tej podstawy. Kat
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nachylenia przekatnej Sciany do plaszczyzny podstawy bedzie zatem katem pomiedzy
przekatna Sciany a krawedzig podstawy. Zauwazmy, ze w graniastostupie prawidlowym
czworokatnym wszystkie Sciany s takimi samymi prostokgtami, a wiec kat nachylenia
przekatnej kazdej Sciany bocznej do plaszczyzny podstawy bedzie taki sam.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D15zhJitY

W zaleznosci od dltugosci krawedzi podstawy a oraz krawedzi bocznej h tego
graniastostupa mozemy zapisac nastepujace zaleznosci trygonometryczne:

sSin o = TBGT

Przyktad 1

Kat nachylenia przekatnej Sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy w graniastostupie
prawidlowym czworokatnym wynosi 60°, a dlugo$¢ krawedzi bocznej jest rowna 6.
Obliczymy dtugos¢ przekatnej podstawy tego graniastostupa.

Rozwigzanie
Przez a oznaczmy dltugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa. Wtedy:

tg60° = <
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Dhugos¢ przekatnej podstawy tego graniastostupa jest rowna 2v/3 - v/2 = 2+/6.

Kat nachylenia przekatnej podstawy do ptaszczyzny sciany
bocznej

Rzutem prostokatnym przekatnej BD podstawy ABC D na ptaszczyzne Sciany bocznej
ADHE jest krawedz AD tejpodstawy. Kat nachylenia przekatnej podstawy do ptaszczyzny
$ciany bocznejbedzie zatem katem pomiedzy przekatng BD podstawy a krawedzig AD
podstawy. W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym podstawa jest kwadrat, a wiec
jest tokat a = 45°.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15zhJitY

Kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny
podstawy

Rzutem prostokatnym przekatnej C'E graniastostupa prawidlowego czworokatnego na
ptaszczyzne podstawy ABCD jest przekatna AC tej podstawy. Kat nachylenia przekatnej
graniastostupa do ptaszczyzy podstawy bedzie zatem katem pomiedzy przekatng
graniastostupa a przekatna podstawy.
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15zhJitY

W zaleznosci od dtugosci krawedzi podstawy a, krawedzi bocznej h oraz dtugosci
przekatnej graniastostupa d = v/2a2 + h? mozemy zapisa¢ nastepujace zaleznosci
trygonometryczne:

o _h
sina = 5

cosa:af
h

tea = —=
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Przyktad 2

Suma dtugosci wszystkich krawedzi w graniastostupie prawidtowym czworokatnym jest

rowna 40, a tangens kata nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy

wynosi %ﬁ Wyznaczymy dlugo$¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Przez a oznaczmy dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, a przez h dlugos¢
krawedzi boczne;j.

Wtedy z informacji sumie dlugosci krawedzi otrzymujemy:
8a + 4h = 40

Jednoczes$nie z informaciji o tangensie kata nachylenia przekatnej graniastostupa do
ptaszczyzny podstawy mamy:
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Wstawiajgc te zaleznos¢ do wzoru na sume diugosci krawedzi otrzymujemy:

8a+4- 3a=40

Dhlugosc¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa wynosi 3.

Kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny
sciany bocznej

Rzutem prostokatnym przekatnej C'E graniastostupa prawidtowego czworokatnego na
ptaszczyzne Sciany CGH D jest przekatna C H tej$ciany. Kat nachylenia przekatnej
graniastostupa do ptaszczyzny Sciany bedzie zatem katem pomiedzy przekgtng
graniastostupa a przekatna Sciany.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15zhJitY
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W zalezno$ci od dtugos$ci krawedzi podstawy a, krawedzi bocznej h oraz przekatne;j
graniastostupa d = v'2a? 4+ h? mozemy zapisa¢ nastepujgce zaleznoSci trygonometryczne:

sina = %
_ ICH|
cosa = —5—

. a
tga ICHI

gdzie z tw. Pitagorasa |CH| = v a? + h2,
Przyktad 3

KrawedZ podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest dwa razy dtuzsza
od krawedzi bocznej. Wyznaczymy sinus kata nachylenia przekatnej tego graniastostupa
do plaszczyzny $ciany boczne;j.

Rozwigzanie

Oznaczajgc przez a dtugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, h dlugos¢ krawedzi
bocznej, a d dlugos¢ przekatnej graniastostupa, mamy:

no — &
sina = 5

a = 2h.

Wyznaczamy dlugos¢ przekatnej graniastostupa.

d=+2a2+h? = \/2-(2h)2 +h2 =+V9h? =3h

Odp. Jezeli przez a oznaczymy kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny

éciany bocznej, tosina = & = 2 = 2
d 3h 3

Inne przyktady katéw nachylenia prostych do Scian
graniastostupa prawidtowego czworokatnego

Proste w graniastostupie mogg przechodzi¢ przez inne punkty niz wierzchotki, na
przyklad przez srodki krawedzi albo punkty przeciecia przekatnych Sciany.

Kat nachylenia prostej przechodzacej przez wierzchotek B i Srodek krawedzi HE do
plaszczyzny podstawy
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Kat nachylenia prostej przechodzacej przez wierzcholek C'i punkt K przecigecia
przekatnych $ciany ADH FE do ptaszczyzny Sciany CGH D.

Stownik
graniastostup prosty

to graniastostup, w ktorym wszystkie krawedzie boczne s3a prostopadte do podstaw,
a wiec wszystkie Sciany boczne s3 prostokgtami



rzut prostokatny

to odwzorowanie przestrzeni na dang ptaszczyzne, ktore kazdemu punktowi przestrzeni
przypisuje punkt na ptaszczyznie, przez ktory przechodzi prosta prostopadta do
plaszczyzny i przechodzgca przez dany punkt przestrzeni

twierdzenie Pitagorasa

jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza prezentacjg multimedialng, a nastepnie rozwiaz polecenia 2i 3.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DEkJKRPOr

Polecenie 2

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny o przekatnej graniastostupa dtugosci d oraz
kacie nachylenia tej przekatnej do ptaszczyzny Sciany bocznej . Wyznacz pole podstawy
graniastostupa w zaleznosci od d i a.

Polecenie 3

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny o przekatnej d oraz kacie nachylenia
przekadnej do ptaszczyzny podstawy a. Wykaz, ze dtugosc przekatnej sciany bocznej tego

sin® a+1

graniastostupa jest rowna d\/
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Uzupetnij tekst.

Kat nachylenia przekatnej graniastostupa prawidtowego czworokatnego do ptaszczyzny

przekatna graniastostupa a przekatna Sciany bocznej ’

przekatna sciany bocznej a krawedzig boczna ’

przekatna graniastostupa a przekatng podstawy ’

przekatna graniastostupa a krawedzig podstawy ’




Cwiczenie 2 @)
Wskaz grafike, na ktérej zaznaczono kat nachylenia przekatnej graniastostupa prawidtowego
czworokatnego do ptaszczyzny $ciany bocznej.

—_—_———————-——
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Cwiczenie 3 ¢

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna jest trzy razy dtuzsza od
krawedzi podstawy. Cosinus kata miedzy przekatna Sciany tego graniastostupa a ptaszczyzna
podstawy wynosi:

3v/10
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Cwiczenie 4

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtugos$¢ 3, a kat
nachylenia przekatnej do ptaszczyzny podstawy jest rowny 30°. Suma dtugosci wszystkich
krawedzi tego graniastostupa jest réwna:

O 12446
O 24+4V3
O 12+4V3

O 24+ 46

Cwiczenie 5

Dtugos$¢ krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 12.
Przekatna tego graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny sciany bocznej pod katem,
ktérego cosinus jest rowny %. Oblicz dtugos¢ krawedzi bocznej tego graniastostupa.

Cwiczenie 6

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny o dtugosci krawedzi bocznej 6. Suma pola
kwadratu w podstawie oraz pola prostokata bedgcego $ciang boczng wynosi 27. Czy kat
nachylenia przekatnej tego graniastostupa do ptaszczyzny podstawy jest wiekszy niz 60°?
Odpowiedz uzasadnij.



Cwiczenie 7 @

Wyznacz sinus kata nachylenia prostej BI do ptaszczyzny podstawy ABC D w sze$cianie,
ktorego rysunek widzisz ponizej, wiedzac, ze punkt I jest srodkiem krawedzi HE.

Cwiczenie 8 @

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym kat nachylenia przekatnej graniastostupa do
ptaszczyzny podstawy ma taka sama miare jak kat nachylenia przekatnej graniastostupa do
ptaszczyzny Sciany bocznej. Wyznacz tangens i przyblizong miare tego kata.



Dla nauczyciela

Autor: Bartlomiej Cymbalista
Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy pomiedzy prostymi a plaszczyznami w graniastostupie prawidlowym
czworokatnym

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych
katow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje kat nachylenia prostejzawierajgcej dany odcinek w graniastostupie
prawidtowym czworokgtnym do plaszczyzny zawierajgcej Sciane tego graniastostupa,

» oblicza miar¢ kata nachylenia prostejzawierajacej dany odcinek w graniastostupie
prawidtowym czworokgtnym do plaszczyzny zawierajgcej Sciane tego graniastostupa,

» wykorzystuje wiedze z trygonometrii i planimetrii do rozwigzywania zadan ze
stereometrii.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm.



Metody i techniki nauczania:

« lekcja odwrocona,
e rozmowa nauczajaca,
» dyskusja.

Formy pracy:

» pracaindywidualna,
e pracaw parach,
e praca calg klasa.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z trescia z sekcji ,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Katy pomiedzy prostymi a plaszczyznami
w graniastostupie prawidlowym czworokatnym”, wskazuje cele zajec.

2. Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o narysowanie na tablicy graniastostupa
prawidtowego czworokatnego i zaznaczenie kata pomiedzy:
- przekatna graniastostupa a ptaszczyzng podstawy,
- przekatna graniastostupa a ptaszczyzng Sciany boczne;j,
- przekatna Sciany bocznej a plaszczyzng podstawy.

3. W przypadku pytan, nauczyciel wyjasnia przykiady z sekcji ,Przeczytaj” na tablicy.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia 1-4 z sekcji ,sprawdz sie”, nauczyciel
pyta poszczegblnych uczniéw o poprawne odpowiedzi. Pozostali uczniowie dyskutujg
i argumentujg ich poprawnos¢. W razie watpliwosci, uczniowie przedstawiajg na
tablicy poprawne rozwigzanie.

2. Uczniowie, w parach, ogladaja prezentacje multimedialng oraz rozwigzuja polecenia
2-3 znajdujace sie pod prezentacjg. Wybrani uczniowie przedstawiaja poprawne
rozwigzania na tablicy.

3. Uczniowie pozostajg w parach i rozwigzuja zadania 5-8. Nauczyciel nadzoruje prace
uczniow i w razie potrzeby podaje podpowiedzi. Po zakonczonej pracy nauczyciel



prosi wybranych uczniow o omowienie rozwigzan zadan na tablicy. Nauczyciel moze
zebrac¢ prace pisemne niektorych par i ocenic.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zaznacza na tablicy w graniastostupie prawidtowym czworokatnym rézne
proste oraz plaszczyzny i pyta uczniow, gdzie znajduje si¢ kat pomiedzy nimi.
Uczniowie zgltaszaja si¢ i udzielajg odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:

 Graniastostup prosty
» Graniastostup prosty i jego wiasnosci. Zwigzki miarowe w graniastostupach

Wskazowki metodyczne:

Jezeli nauczyciel postanowi nie stosowac¢ metody lekcji odwroconej, a omawiac teoretyczne
zagadnienia podczas lekcji, sekcje prezentacja multimedialna oraz polecen pod nim moze
wykorzystac jako zadanie domowe.

»Prezentacje multimedialng” mozna rowniez wykorzysta¢ w realizacji lekcji ,,Graniastostup
prosty, wzajemne potozenie Scian i krawedzi w graniastostupie”


https://epodreczniki.pl/a/graniastoslup-prosty/D1CSBwMzJ
https://epodreczniki.pl/a/graniastoslup-prosty-i-jego-wlasnosci-zwiazki-miarowe-w-graniastoslupach/DnBY88PtA

