Pojecia, definicje | twierdzenia zwigzane z trojkatem,
funkcjg, potegami, pierwiastkami, proporcjonalnoscia
prosta I katami przy dwoch prostych

Materiat zawiera ilustracje (fotografie, obrazy, rysunki), filmy.

Stowniczek - pojecia, definicje i twierdzenia zwigzane z trojkatem (pole trojkata -
twierdzenie, cechy przystawania, twierdzenie Pitagorasa i odwrotne), funkcja (definicja,
monotoniczno$¢, wlasnosci), potegami i pierwiastkami (prawa dziatan), proporcjonalnoscig
prosta, katami przy dwoch prostych (katy naprzemianlegle, odpowiadajace, wierzchotkowe,
przylegte).



Pojecia, definicje i twierdzenia zwigzane

z trojkatem, funkcja, potegami, pierwiastkami,
proporcjonalnoscia prosta i katami przy dwoch
prostych

W tym materiale przypomnisz sobie pewne pojecia, definicje i twierdzenia zwigzane
z liczbami rzeczywistymi, katami, planimetrig, funkcjami oraz proporcjonalnoscia.

Liczby rzeczywiste
Definicja: Dziatania na potegach

Dla dowolnejliczby dodatnieja i dowolnych liczb wymiernych x i y prawdziwe sg
rownosci:

o a”-a¥ = a®"¥ (wzobr nailoczyn poteg o tych samych podstawach)

. Z—: = a” ¥ (wzér na iloraz poteg o tych samych podstawach)

o (a*)¥ = a™¥ (wzbr na potege potegi)
Twierdzenie: Dziatania na potegach

« Iloczyn poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa

jest rownosc:




Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
i wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wykladniki, a podstawe

pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1Z1tjwk482bF
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposéb mnozymy potegi o takich samych podstawach.

 lloraz poteg o tych samych podstawach
Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa

jest rownos$c



file:///preview/resource/R1Z1tjwk482bF

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
i wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
" pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIHUeWq4VRmFi
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposob dzielimy potegi o takich samych podstawach.

o Potega potegi

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c

(@)™ = a™™.

” Potegujac potege mnozymy wykiadniki, a podstawe pozostawiamy bez zmiany.
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file:///preview/resource/R1HUeWq4VRmFi

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RDBoa22Rshi5SM
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposob potegujemy potege.

 lloczyn poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc:

a”-b" = (a-b)"

3 ::f,_\ Dla dowolnych liczb a i b réznych od zera oraz dowolnej liczby naturalnej n,
727 n-ta potega iloczynu tych liczb jest réwna iloczynowi n-tych poteg tych liczb.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RGkghPYvkluXR
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposob potegujemy iloczyn liczb.

» [loraz poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc


file:///preview/resource/RDBoa22Rshi5M
file:///preview/resource/RGkqhPYvk1uXR

72 Dla dowolnych liczby a i b réznych od zera oraz liczby naturalnej n:

=5 Potega ilorazu dowolnych liczb roznych od zera jest rowna ilorazowi

V72 poteg tych liczb.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RS6b7c3hacrlS
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposob potegujemy iloraz liczb.

Definicja: Potega o wyktadniku %

Dla dowolnejliczby nieujemnej a i liczby naturalnejn wiekszejod 1 przyjmujemy

1
an = \"/E.
Twierdzenie: Dziatania na pierwiastkach

Jesli a i b sg liczbami nieujemnymi, n i m s3 liczbami naturalnymi wigkszymi od 1, k jest
dodatnig liczbg naturalng, to

Vab=/a-/b
- E= b0
(Va)" =a
(va) = Vat

Jesli w powyzszym twierdzeniu liczby n i m (stopnie pierwiastkow) sa nieparzyste, to

twierdzenie pozostanie prawdziwe rowniez dla ujemnych liczb podpierwiastkowych (a
lub d).
Reguta: zaokraglania liczb


file:///preview/resource/RS6b7c3hacr1S

Jezeli liczbe dodatnig zaokraglamy do ustalonego rzedu wielkosci, np. do tysiecy, setek,
dziesigtek, jednosci, czesci dziesigtych, czesci setnych itd., to wszystkie cyfry stojace po
prawej stronie ostatniej (liczac od strony lewej) cyfry znaczacej zastepujemy zerami.

Z cyframi znaczacymi postepujemy nastepujaco:

» gdy pierwsza cyfra z prawej strony ostatniej cyfry znaczgcej jest mniejsza od 5, to
wszystkie cyfry znaczace pozostawiamy bez zmian,

» gdy pierwsza cyfra z prawej strony ostatniej cyfry znaczacej jest co najmniejrowna 5,
a ostatnia cyfra znaczgca jest mniejsza od 9, to te cyfre zwigkszamy o 1, a wszystkie
poprzednie cyfry znaczgce pozostawiamy bez zmian. Jesli natomiast ostatnia cyfra
znaczaca jest 9, to zamiast niej piszemy cyfre 0 i te samg procedure stosujemy do

poprzednich cyfr znaczacych.

Katy

Definicja: Katy naprzemianlegte i odpowiadajace

e Katy:aiai, i 1,717y orazdid nazywamy katami odpowiadajgcymi.
o Katy o i 6 oraz £1i v nazywamy katami naprzemianleglymi wewnetrznymi.
o Katy B1i~1 oraz a i 61 nazywamy katami naprzemianleglymi zewnetrznymi.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Katy przylegte i wierzchotkowe

» Katy przylegte to dwa katy, ktore majg jedno ramie wspolne, a pozostate ramiona
dopelniaja si¢ do proste;.

» Katy wierzchotkowe to dwa katy, ktore maja wspolny wierzchotek i przedtuzeniem
ramion jednego kata s3 odpowiednie ramiona drugiego kata.




Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na przykiad a i vy na rysunku sg kagtami przylegtymi. Pary katow wierzchotkowych to
aifBorazyid.
Twierdzenie: o katach wierzchotkowych

Katy wierzchotkowe sg rowne.
Planimetria
Trojkat
Twierdzenie: Cechy przystawania tréjkatow

Przystawanie trojkagtow ABC'i DEF wynika z kazdej z nastepujacych cech przystawania
trojkatow:

» cecha przystawania bok-bok-bok (bbb)
Trojkaty ABC'i DEF sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy dtugosci bokéw jednego

trojkata s3 odpowiednio rowne diugosciom bokow drugiego trojkata.

|AB| = |DE

BC| = |EF|.

AC| = |DF

K ’
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» cecha przystawania bok-kat-bok (bkb)

Trojkaty ABC'i DEF sg przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy dtugosci dwoch bokow i kat
miedzy tymi bokami w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne dwom bokom i katowi
miedzy tymi bokami w drugim trojkacie

|AB| = |DE

AC| = |DF

<BAC| = |<EDF).
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» cecha przystawania kat-bok-kat (kbk)

Trojkaty ABC'i DEF sg przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy dlugo$¢ boku i miary katow
przylegtych do tego boku w jednym trojkacie sa odpowiednio rowne dtugosci boku
i miarom katow przyleglych do tego boku w drugim trojkacie



K

|AB| = |DE|, |<BAC| = |<EDF|, |<ABC| = |<DEF|

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Twierdzenie: Wtasnosci podobienstwa

Jezeli trojkat A’ B’C' jest podobny do trojkata ABC w skali podobienstwa k, to stosunek
obwodow tych trojkatow jest rowny skali podobienstwa, a stosunek ich pol jest rowny
kwadratowi skali podobienstwa

Lypc i
Lapc
Pypo 2
Papc

Twierdzenie: Pitagorasa

W trojkacie prostokgtnym suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej

a’ +b2 =



b
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dowad

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/P110B072Q
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi dtugosci
trzeciego boku, to trojkat jest prostokatny.
Twierdzenie: o dwusiecznych katéw trojkata

Dwusieczne kazdego z katow w trojkacie przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Punkt ten jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.


https://zpe.gov.pl/b/P110B07ZQ
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Odcinki taczace $rodek S okregu wpisanego w tréojkat ABC' z wierzchotkami tego
trojkata podzielily trojkat na trzy tréojkaty ABS, BCSi ACS.

Wysokosc¢ kazdego z tych trojkatow jest rowna promieniowi okregu wpisanego w trojkat
ABC (jak na rysunku).

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole trojkata ABC jest rowne sumie pol trojkatow BC'S, ACSi ABS

1 1 1 at+b+ec
Papc = Ppcs + Pacs + Paps = Ear+§br+ ger= 1



WyprowadziliSmy w ten sposob wzor na pole trojkata, w ktorym wystepujg dlugosci jego
bokow oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat.
Twierdzenie: Pole tréjkata

Pole trojkata o bokach dlugosci a, b, c oraz promieniu r okregu wpisanego w ten tréjkat
wyraza si¢ wzorem

b
P = atore r
2
Gdy oznaczymy “+¢ = p wzor przyjmuje posta¢ P = pr.

Twierdzenie: o symetralnych bokow tréjkata
Symetralne trzech bokow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Punkt ten jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

\
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dowadd



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/P110B072Q
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Pole tréjkata z wykorzystaniem funkcji trygonometrycznej

Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu dlugosci dwoch jego bokow i sinusa kata
zawartego miedzy tymi bokami.

C 2 B

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przy oznaczeniach takich jak na rysunku

1
Puipc = 5 absin .

Koto
Definicja: Wycinek kota

Wycinkiem kota nazywamy kazda z dwoch czesci tego kota, wyznaczonych przez dwa
promienie tego kota wraz z tymi promieniami. Kgt pomiedzy tymi promieniami
nazywamy katem wycinka.



https://zpe.gov.pl/b/P110B07ZQ
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Pole wycinka

Pole wycinka kota o promieniu r i kacie « jest rowne

a
7'("1"2

Pwycinka = 360° :

Trapez

Twierdzenie: o linii sSrodkowej w trapezie

Odcinek taczgcy srodki ramion trapezu jest rownolegly do podstaw tego trapezu, a jego
dtugosc¢ jest rowna $redniej arytmetycznej dtugosci podstaw trapezu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/P110B072Q



https://zpe.gov.pl/b/P110B07ZQ

| Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcje
Definicja: Funkcja

Funkcja f ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, ktore kazdemu
elementowi zbioru X przyporzadkowuje dokladnie jeden element zbioru Y.
Symbolicznie piszemy f: X — Y. Czytamy ,funkcja f odwzorowuje zbiér X w zbior Y.

» Zbiér X nazywamy dziedzing funkciji, a jego elementy - argumentami funkcji f.
e Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Kazdy element y zbioru Y, ktory zostat
przyporzadkowany co najmniejjednemu argumentowi z nazywamy wartoscia funkcji
f dla argumentu z, co zapisujemy symbolicznie y = f(z). Zbior tych elementow y
nazywamy zbiorem wartosci funkciji.
Definicja: Dziedzina

Zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych wzor funkcji ma sens liczbowy
nazywamy dziedzing funkciji.
Definicja: Miejsce zerowe funkciji

Kazdy argument, dla ktorego funkcja przyjmuje wartos¢ 0 nazywamy miejscem zerowym
tej funkcii.

Definicja: Funkcja malejaca

Funkcja f jest okreslona w przedziale (a; b).
Jezeli dla dowolnych z1, z2 € (a, b) takich, ze 1 < x2 spelniony jest warunek:

f(a1) > f(z2),

to mowimy, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (a, b).




Funkcja malejaca

Funkcja f jest malejaca

jezeli dla dwoch dowolnych argumentow

X1 oraz Xz takich, ze

L
»

X — —

-

X1 < Xz, zachodzi warunek f(x:) > ().

—————x

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RBkmLRSBoMbOm

Odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie jej wykresu czll_atrapa_animacja_260
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje wykres funkcji malejace;.

Definicja: Funkcja rosnaca

Funkcja f jest okreslona w przedziale (a; b).
Jezeli dla dowolnych z1, 25 € (a, b) takich, ze z; < x5 spelniony jest warunek:

f(z1) < f(z2),

to mowimy, ze funkcja f jest rosngca w przedziale (a, b).
Definicja: Funkcja stata

Jezeli dla dowolnych z1, 25 € (a;b) takich, ze z; < x5 spelniony jest warunek:

f(z1) = f(z2),

to funkcje f nazywamy stalg w przedziale (a, b).


file:///preview/resource/RBkmLRSBoMbOm

Funkcja stata

Funkcja f jest stata

f f(x:) [f(x2) jezeli dla dwoch dowolnych argumentow

X1 oraz Xz takich, ze

xXe- — — —
3
9

X1 < X2, zachodzi warunek () = f(x2).

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RTOfkAbJhJRZK

Odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie jej wykresu czll_atrapa_animacja_261
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje wykres funkciji state;j.

Definicja: Funkcja monotoniczna przedziatami

Jesli dziedzine danej funkcji mozna podzieli¢ na rozigczne przedziaty tak, aby w kazdym
z nich funkcja ta bytla monotoniczna, to powiemy, ze jest ona monotoniczna przedziatami.
Definicja: Funkcja niemalejaca

Jezeli dla dowolnych zq, 25 € (a;b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:
f(z1) < f(a2),

to mowimy, ze funkcja f jest niemalejagca w przedziale (a, b).
Definicja: Funkcja nierosnaca

Jezeli dla dowolnych zq, 25 € (a;b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:

f(z1) > f(z2),

To mowimy, ze funkcja f jest nierosngca w przedziale (a, b).

Proporcjonalnos¢


file:///preview/resource/RT0fkAbJhJRZK

Definicja: Wielkosci wprost proporcjonalne

Dwie zmienne wielko$ci dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jezeli iloraz tych
wielkosci jest staty.
Definicja: Proporcjonalnos¢ prosta

Funkcja f, opisujaca zalezno$¢ migdzy dodatnimi wielko$ciami wprost proporcjonalnymi
f(z)

z i f(z) nazywana jest proporcjonalnoscig prostg, a iloraz - nazywamy
wspolczynnikiem tej proporcjonalnosci. Oznaczajgc ten wspotczynnik przez a,

zapisujemy funkcje f wzorem

f(z) = az.

Uwaga: Wprost z definicji wynika, ze a > 0.
Twierdzenie: Wykres funkcji f(z) = ax

Wykresem funkcji f(z) = ax, gdzie a to ustalona liczba rzeczywista, jest prosta
o rOwnaniu y = ax.



