Liczby

Materiat sktada si¢ z sekcji: "Liczby naturalne”, "Najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza
wspolna wielokrotnosc".

Materiat zawiera ilustracje (fotografie, obrazy, rysunki), filmy, ¢wiczenia interaktywne w tym
otwarte..

Animacije i ilustracje: duze liczby, zapisywanie liczb w dziesigtkowym uktadzie pozycyjnym,
liczby pierwsze i ztozone, cechy podzielnosci, NWD, NWD



Liczby

1000000
4500000000
1000000000

~7012800000

7000000000

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RHeYQFQwOoShH
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje podstawowe informacje na temat naszej planety, ktore przedstawione sg
w postaci liczb.

Zycie codzienne w XXI wieku jest zdominowane przez $wiat liczb. Uzywamy ich
praktycznie codziennie, na przyktad gdy zapisujemy date, numer PESEL, kiedy ptacimy
rachunki, podajemy wynik meczu, lub pieczemy ciasto wedtug przepisu.

Cyfry w naszym Swiecie sg tak powszechne i oczywiste, ze mogltoby sie wydawac, iz istniejg
od zawsze. Nic bardziej mylnego. Zapis cyfr, z ktorych zbudowane sg liczby, zmieniat si¢ na
przestrzeni dziejow i réznych kultur.

Juz w bardzo dawnych czasach pojawit si¢ problem zapisu liczb. Nie wystarczyta sama
umiejetnosc¢ liczenia, trzeba bylo prowadzi¢ rejestry upolowanej zwierzyny, broni,
wojownikow, do czego niezbedne byty zapisy liczbowe.

Zapamieta;j!

» Cyfra to umowny znak stuzacy do zapisywania liczb. Stowo cyfra pochodzi z jezyka
arabskiego od stowa sifr, czyli zero. Obecnie uzywane cyfry nazywane arabskimi tak
naprawde s3 pochodzenia hinduskiego.

o Cyfry uzywane wspotczes$nie upowszechnily sie¢ dopiero w epoce nowozytne;.

o Cyfry arabskie s3 to znaki: 0,1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Ciekawostka



file:///preview/resource/RHeYQFQw0oShH

Ciekawostka jest bardzo p6zne pojawienie si¢ symbolu zera, dopiero okoto V wieku n.e.
Wynikatlo to z trudnoSci uznania zera za liczbe. Liczbe wigzano z konkretng iloScig na
przyktad blokow kamiennych do budowy piramid, natomiast zero oznaczato nic, brak

przedmiotow.
Wazne!

» System liczbowy indyjsko-arabski nazywany jest uktadem dziesigtkowym pozycyjnym.
System dziesigtkowy oznacza, ze dziesi¢¢ jednostek nizszego rzedu tworzy jedng
jednostke bezposrednio wyzszego rzedu, np. dziesie¢ jednosci tworzy jedng
dziesiatke, dziesie¢ dziesigtek tworzy jedna setke.

» Pozycyjny system oznacza, ze znaczenie cyfry jest zalezne od pozyciji, jakg zajmuje ona
w liczbie.

Przyktad 1

L f”g'rrr'r f"?’"f

7247: 7. 1000_’_2. 100+4.

10 .
7247:7000+200+40+7 + 7 1

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RQAQnuKpy2wWr
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia ktore cyfry w liczbie okreslaja poszczegolne rzedy wielkosci.

Przyktad 2


file:///preview/resource/RQAQnuKpy2wWr
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grupa milionow grupa jednosci

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R12mGXzF1dAD7
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje w jaki sposob mozemy zapisywac duze liczby.

Przyktad 3
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!
Oto kilka nazw duzych liczb:

e 1000 000 - milion
e 1000 000 000 - miliard
e 1000 000 000 000 - bilion



file:///preview/resource/R12mGXzF1dAD7

« 1000 000 000 000 000 - biliard
» 1000 000 000 000 000 000 - trylion
» 1000 000 000 000 000 000 000 - tryliard

Liczby naturalne
Zapamieta;j!

Liczby naturalne to:

Najmniejszg liczba naturalng jest zero.

Cwiczenie 1

Potacz w pary liczbe z jej opisem stownym.
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

0,1,23,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, . ..

W zbiorze liczb naturalnych nie ma liczby najwigkszej.

Trzysta miliardéw dwadziescia milionéw
szes$c¢ tysiecy sto

Czterdziesci miliondw tysigc dwa

Pie¢ bilionéw dwa miliony dziesie¢
tysiecy dziewiecset

Dwadziescia dwa miliardy dwiescie
milionéw dwa

Dwa miliony czterysta tysiecy
piec¢dziesiat

Trzy miliony siedemset tysiecy dwa



Cwiczenie 2 3

Podane stownie liczby zapisz za pomoca cyfr w lukach.

« Dwadziescia milionow piec to‘ ’

 Trzy miliardy trzy miliony trzydziesci tysiecy to ‘ ’

« Piecdziesiat bilionéw miliard sto to‘ ’

« Trzy tryliony dwadziescia bilionéw sto jeden to‘ ’

« Jeden tryliard jeden miliard to‘ ’

« Dwanascie tryliardow dwanascie bilionéw sto dwadzies$cia milionéw dwanascie to

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 G

Uzupetnij luki w zdaniach podanymi wyrazeniami. Kliknij w luke, aby rozwinac liste, i wybierz
poprawng odpowiedz w kazdym przypadku.

______________

______________

‘16zerH6zerH14zerH102er ‘82erH7zerH5zerH122er’

Zrdédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 4 ®
Odpowiedz na pytanie. Potagcz w pary pytanie z odpowiedzia.

lle jest wszystkich liczb trzycyfrowych,

ktérych suma cyfr jest rowna 5? 2
lle jest wszystkich liczb dwucyfrowych? 6 liczb: 114, 141, 411, 122, 212, 221
lle jest wszystkich liczb trzycyfrowych, 40

ktorych iloczyn cyfr jest rowny 47

15 liczb: 104, 113, 122, 131, 140,

lle jest wszystkich liczb dwucyfrowych 503, 212, 221, 230, 302, 311, 320, 401,

parzystych?

410, 500
lle jest wszystkich liczb dwucyfrowych 45
zaczynajacych sie od cyfry parzystej?
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5 P

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe czy fatszywe. Zaznacz odpowiednie pole.

Zdanie Prawda Fatsz
W zapisie liczby trylion wystepuje 18 zer. O O
Wszystkich liczb dwucyfrowych o niepowtarzajacych sie O O
cyfrach jest 89.
Najmniejsza liczbg czterocyfrowa, w ktérej suma cyfr O O
wynosi 2, jest 2 000.
Najwieksza liczba trzycyfrowa, w ktérej cyfra setek jest O O

o dwa mniejsza od cyfry jednosci, jest 789.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Juz wiesz

Oto kilka wlasnos$ci dziatan w zbiorze liczb naturalnych. Niech a, b, ¢ beda liczbami
naturalnymi.

e Dodawanie jest dzialaniem przemiennym, czylia + b = b + a.
« Dodawanie jest dziataniem tgcznym, czyli (a + b) + ¢ =a + (b + ¢).
e Mnozenie jest dzialaniem przemiennym, czylia - b = b - a.



e Mnozenie jest dziataniem tgcznym, czyli (a-b) -c=a- (b- ¢).

o W zbiorze liczb naturalnych wykonalne s3a dziatania dodawania i mnozenia, tzn.
wyniki tych dziatan sg liczbami naturalnymi.

» Drzielenie nie jest dzialaniem wykonalnym w zbiorze liczb naturalnych, poniewaz
wynik dzielenia moze nie by¢ liczba naturalng.

» Odejmowanie nie jest dzialaniem wykonalnym w zbiorze liczb naturalnych, poniewaz
wynik odejmowania moze nie by¢ liczbg naturalna.

» Nie mozna wykonac dzielenia przez liczbe 0.

Przyktad 4

o Liczba 16 jest podzielna przez 4, poniewaz 4 - 4 = 16. Mowimy, ze liczba 4 jest
dzielnikiem liczby 16.

» Nie kazda liczbe naturalng mozemy podzieli¢ przez liczbe naturalng dodatnig bez
reszty. Na przykiad 16 : 5 = 3, reszta 1 poniewaz 3 -5 = 15i 15 + 1 = 16. Zatem
liczba 16 nie dzieli si¢ przez liczbe 5 bez reszty.

» Liczba 0 jest podzielna przez kazda liczbe naturalng z wyjatkiem O.

Definicja: Liczby pierwsze, liczby ztozone

Liczbe naturalng n wieksza od 1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli jej jedynymi dzielnikami
sg liczby 1 i n. Liczby naturalne wigksze od 1, ktore nie sg liczbami pierwszymi nazywamy
liczbami ztozonymi. Liczby 0 i 1 nie sg ani liczbami pierwszymi, ani ztozonymi.

Wazne!

Cechy podzielnoSci:

Podzielnos$c¢ przez 2, podzielnosé przez 5
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Podzielnos¢ przez 3, podzielnos¢ przez 9
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Ciekawostka

» Liczba jest podzielna przez 6, jezeli jest podzielna przez 2 i 3.



» Liczba jest podzielna przez 7, jezeli od liczby powstatej przez skreslenie trzech
ostatnich cyfr odejmiemy liczbe skreslong i otrzymana liczba jest podzielna przez 7.

» Liczba jest podzielna przez 8, jezeli jej trzy ostatnie cyfry tworza liczbe podzielng
przez 8 lub sg zerami.

» Liczba jest podzielna przez 10, jezeli w jejrzedzie jednosci jest cyfra 0.

Cwiczenie 6 O

Skorzystaj ze znanych ci juz cech podzielnosci i dopasuj podane liczby do odpowiedniej grupy,
przeciggajac je lub wybierz poprawne odpowiedzi z listy rozwijalnej.

Liczby podzielne przez 3:

2166 ‘ 208 5553]\ 351]

1355 ‘ 126 184" 3243

712 || 6505 | | 170
Liczby podzielne przez 4:

Liczby podzielne przez 5:

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7 P

Jaka to liczba? Uzupetnij luke w zdaniu, wpisujac poprawng wartosc.

1. Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielna przez 3.

Odpowiedz: Jest to liczba ‘ ’

2. Najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez 8.

Odpowiedz: Jest to liczba ‘ ’

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Zosia ponumerowata strony swego 16-kartkowego pamietnika. lle razy napisata cyfre 1?

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() 8razy.

() 9razy.

() 13razy.

() 14razy.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Jaka cyfre nalezy wpisa¢ w miejsce kropek, aby liczba 2754
Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 0

O 2

O 1

O 5

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

®

... 4 byta podzielna przez 2i 9?



Cwiczenie 10 »

W wyniku dzielenia pewnej liczby naturalnej przez 7 otrzymujemy 4 i reszte 2. Jaka to liczba?
Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 30
O 16
O 9

O 28

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe czy fatszywe. Zaznacz odpowiednie pole.

Zdanie Prawda Fatsz
Liczba 5 jest wielokrotnoscia liczby 125.
Najmniejszg liczba pierwsza jest 1.
Jedyng liczbg pierwsza parzystg jest liczba 2.

Jezeli liczba 3 jest dzielnikiem pewnej liczby , to jest tez
dzielnikiem 2zx.

O |00 0
O |00 0

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12 »

W pewnym sklepie jest 127 metréw biezacych czerwonej wstazki. Pierwsza klientka chce
kupi¢ kawatki wstazki o dtugosci 4 metry kazdy, a druga kawatki wstazki o dtugosci 5 metréw
kazdy. Uzupetnij luki w zdaniach, wpisujgc odpowiednie liczby. Przyjmij, ze sprzedawca moze
sprzedac wstazke tylko jednej klientce.

1. lle kawatkéw wstazki moze kupi¢ kazda klientka?

Odpowiedz: Pierwsza klientka moze kupi¢ kawatkow, druga klientka

kawatkow.

2. Ktorej klientce sklep powinien sprzedac wstazke, aby w sklepie pozostato jak najmniej

metrow wstazki?

Odpowiedz: Sklep powinien sprzedaé¢ wstazke tylko klientce.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13 O

Na zegarze jest godzina 12 : 20. Ktéra godzine bedzie wskazywat zegar za 550 minut?
Uzupetnij ponizsza luke. Kliknij w nig, aby rozwing¢ liste, a nastepnie wybierz poprawna
odpowiedz.

\22:30”21:30”22:20”21:50”20:45”23:05]

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspodlna
wielokrotnosc¢
Definicja: Najwiekszy wspdlny dzielnik

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem dodatnich liczb naturalnych a i b (0oznaczamy
NWD(a, b)) nazywamy najwiekszg liczbe naturalng, ktora jest jednoczesnie dzielnikiem
liczby a i liczby b.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RH8MTCelzKdKn
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposob wyznaczy¢ najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb.

Definicja: Najmniejsza wspdlna wielokrotnos$¢

Najmniejszq wspolng wielokrotnoscia liczb naturalnych dodatnich a i b (oznaczamy
NWW(a, b)) nazywamy najmniejsza liczbe naturalng dodatnig, ktora jest podzielna przez

liczbe a i liczbe b.

35, Iloczyn wszystkich nieskreslonych czynnikéw pierwszych jest najmniejsza
7 wspolng wielokrotnoscia tych liczb.

72 | 2 60

36,2 30’5%
18 | 2 15 |
913 5|5
313 1‘

1

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RlasXsAJ2nXUj
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.


file:///preview/resource/RH8MTCe1zKdKn
file:///preview/resource/R1asXsAJ2nXUj

Animacja przedstawia w jaki sposOb wyznaczy¢ najmniejsza wspolng wielokrotno$¢ dwoch
liczb.

Cwiczenie 14 O

Oblicz, stosujagc metode rozktadu na czynniki pierwsze.
Uzupetnij ponizsze luki. Kliknij w nie, aby rozwinac liste, a nastepnie wybierz poprawna
odpowiedz.

.- NWD(60, 90)|NWW(6O 90)

______________

OdeW|edz

______________

\35i5390 \32i5310H35i160 42i630H30i180H46i620]

Zrddto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 O

Zuzia planuje przyjecie urodzinowe. Spodziewa sie na urodzinach czterech lub pieciu
kolezanek, a kazdg kolezanke pragnie poczestowac taka sama liczba ciastek. Jakg najmniejsza
liczbe ciastek musi upiec Zuzia?

Uzupetnij luke w zdaniu, wpisujac poprawng wartosc.

Odpowiedz: Zuzia musi upiec co najmniej ciastek.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16 »

Wychowawczyni klasy I gimnazjum otrzymata 60 dtugopiséw i 40 notesdw dla uczniéw swojej
klasy. Chciataby rozda¢ uczniom wszystkie otrzymane przedmioty. llu uczniéw otrzyma
podarunki, jezeli kazdy uczen ma dosta¢ od wychowawczyni takg samg liczbe dtugopisow

i takg samg liczbe noteséw?

Uzupetnij luke w zdaniu, wpisujgc poprawng wartosc.

Odpowiedz: Podarunki otrzyma uczniow.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17 P

W domu panstwa Nowakoéw, zbudowanym w 2014 roku, postanowiono $rednio co 4 lata
wymienia¢ dywan w salonie, a co 3 lata od$wiezac $ciany, malujac je na nowy kolor.
Uzupetnij luki w zdaniach, wpisujac poprawne wartosci.

1. W ktérym najblizszym roku czeka panstwa Nowakdéw wymiana dywanu i malowanie $cian

jednoczesnie?

Odpowiedz: Tym rokiem jest‘ ’

2. lle razy do 2055 roku moze sie to jeszcze wydarzy¢? Kiedy to bedzie?

Odpowiedz: Moze to sie jeszcze wydarzy¢ w roku ‘ oraz

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz obie liczby s sobie rowne, kolejne odejmowanie da nam zero.
7 Oznacza to, ze najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb 72 i 60 jest 12.

: e
- ' " N I

NWD (7 2,60) = 1>

72 > 60 72-60=1>
12| « 60 60‘12"-—'48
12 < 48 48-12=3¢
12 < 36 36-12=24
12 < 4 Mot

12:12



Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIHtTCcd7rby8
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak wyznaczy¢ najwiekszy wspolny dzielnik wykorzystujac algorytm
Euklidesa.

Cwiczenie 18 @

Skorzystaj z algorytmu Euklidesa i oblicz NWD liczb: 4290, 1210.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 O

Poszukaj w dostepnych zZrédtach informacji o liczbach doskonatych.

Wazne!
Zapoznaj si¢ z cecha podzielnosci liczb przez: 7, 11 oraz 13.

Liczba jest podzielna przez 7, 11 albo 13, jesli roznica liczby ztozonej z trzech ostatnich
cyir i liczby ztozonej z pozostatych cyfr jest podzielna odpowiednio przez 7, 11 albo 13.

Cwiczenie 20 @

Poszukaj w dostepnych Zrdédtach informacji, na czym polega schemat wyznaczania liczb
pierwszych nazywany sitem Eratostenesa. Wypisz wszystkie liczby pierwsze mniejsze od 60.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.


file:///preview/resource/R1HtTCcd7rby8

Cwiczenie 21 @

Poszukaj w dostepnych zrédtach informacji, co to sa liczby wzglednie pierwsze. Sprawdz, czy
liczby 15 i 16 s wzglednie pierwsze.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



