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I! Zrédto: Gerd Altmann z Pixabay, domena publiczna.

Wz6r Brahmagupty
Niemal kazdy maturzysta zetknat sie ze wzorem Herona.

Wskazuje on, ze pole trojkata o bokach dtugosci a, b, c jest rowne

Vo —a)(p—b)(p—-c),

gdzie:
p — jest potowg obwodu danego trojkata.

Nie moze istnie¢ analogiczny wzor dla dowolnego czworokata, bo tatwo zauwazyc¢, ze dla
kazdego prostokata istnieje rownolegtobok o takich samych bokach i innym polu -
wystarczy, ze jego katy nie bedg proste. Okazuje si¢ jednak, ze dla czworokata cyklicznego,
czyli takiego, ktory mozna wpisa¢ w okrag, zachodzi taki analogiczny wzor, znany jako wzor
Brahmagupty.

Na jego mocy, pole czworokata cyklicznego o bokach dtugosci a, b, ¢, d jest rowne

V(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)
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gdzie:
p — jest potowq jego obwodu.

Na pytanie, czy da si¢ uog6lnic¢ ten wzor na wielokaty cykliczne o wigkszejliczbie bokow,
musi pas¢ odpowiedz przeczaca - wynika to w prosty sposob z analizy wymiarowej
(pierwiastek kwadratowy z iloczynu pieciu, czy wiekszejliczby czynnikéw, nie da w wyniku
jednostki kwadratowej). Miedzy innymi dowod tego ciekawego wzoru bedzie przedmiotem
niniejszej lekcii.

Twoje cele

o Zastosujesz twierdzenie podajgce warunki opisywalnosci okregu na czworokacie
wypukiym.

o Zastosujesz twierdzenie Ptolemeusza.

» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Czworokat wpisany w okrag i tréojkaty

Zauwazmy na ponizszym rysunku, ze okrag opisany na czworokacie ABC'D jest tym samym
okregiem, ktory jest opisany na kazdym z tréojkatow ACD i ABC.

D

Czworokat i tréjkaty wpisane w okrag

Zauwazmy jednak, ze obraz trojkata AC'D w symetrii w wzgledem symetralnejodcinka AC
takze jest wpisany w ten sam okrag, jak na rysunku.




Czworokat i tréjkaty symetryczne wpisane w okrag

Tym samym otrzymujemy czworokat cykliczny ABCE, ktorego boki maja te same dlugosci,
co wyjsciowa figura, ale ich porzadek jest inny. Inna jest (moze by¢) dla tych czworokatow
miara katéw w wierzchotkach wyznaczonych przez konce przekatnej AC. Analogicznie,

mozna przeksztatci¢ odpowiednie trojkaty, gdy osig symetrii bedzie symetralna odcinka
BD.

Powyzszy fakt wykorzystamy dla dowodu ponizszego twierdzenia.
Twierdzenie: Twierdzenie o przekatnej czworokata cyklicznego

Niech dany bedzie czworokat cykliczny o bokach dlugosci a, b, ¢, d oraz przekatnych p, q
, jak na rysunku.

Twierdzenie o przekatnej czworokata cyklicznego

wiedyp — |/ EEEIGED.

Dowad

Punktem wyjscia bedzie dla nas twierdzenie Ptolemeusza, ktore orzeka, ze

w czworokgcie cyklicznym iloczyn dtugosci przekatnych jest rowny sumie iloczynow
dtugosci odpowiednich bokow, co przy powyzszych oznaczeniach mozna zapisac, jako:
p-q = ac+ bd.

Zauwazmy, ze wspomniana wyzej symetria osiowa prowadzi do otrzymania jeszcze
dwoch czworokatow cyklicznych o bokach tej samej dtugosci, istotnie roznych,
w szczegolnosci o roznych przekatnych, jak na rysunku.
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Twierdzenie Ptolemeusza, zapisane dla kazdego z tych czworokatow, pozwala zapisac
odpowiednio rownosci:

p-t=ab—+cdorazq-t = ad-+ bc.

ab+cd

Wyznaczajac z pierwszejrownosci zmienng ¢ = —— i wstawiajac ja do drugiego

z rébwnan otrzymujemy: q - % = ad + bc.

Stad q = % - D.

Zatemp - % .p = ac + bd, czyli p* = %ﬁ;ﬁ“d). Stad wynika teza twierdzenia.
Analogicznie mozna wykazac, ze ¢ = \/ %.

Warto podkresli¢, ze mowiac o symetrii odpowiednich trojkatow, na jakie przekatne
podzielily dany czworokat, nie od razu wida¢ rownos¢ dtugosci przekatnejt, jaka pojawia
sie w dowodzie, na pomocniczych rysunkach. Dlatego, zamiast o symetrii, wygodniej
byloby mowi¢ o rozcinaniu czworokata na trojkaty, ktorych bokami sg odpowiedni bok
czworokata oraz promienie poprowadzone do wierzchotkéw, jak na rysunku.



Rozcinanie czworokata

Zmieniajac kolejnos¢ utozenia poszczegolnych trojkatow otrzymamy rézne czworokaty
o takich samych bokach, wpisane w dany okrag. Analizujgc w szczeg6dlnosci odpowiednie
katy latwo dostrzec przystawanie odpowiednich figur.

Przejdzmy teraz do udowodnienia wzoru Brahmagupty. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

Dowdd wzoru Brahmagupty

Wtedy pole P da si¢ wyrazi¢ jako sume pol odpowiednich dwoch trojkatow:

__ absina cdsin(180"—a) _ (ab+ed)sina
P = 2 + 2 o 2 :




Stosujac twierdzenie cosinusow do wyrazenia kwadratu dtugosci przekatnejp
otrzymujemy zalezno$¢ p? = a® + b? — 2abcos a = ¢® + d? — 2cd cos(180° — ),
z ktorej, po zastosowaniu wzoru redukcyjnego, wyznaczymy wartos¢ cos o

>+ - —d?
2(ab+cd)

cosa =
Korzystajac z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy, ze
2 2 (2402 o2 42)2
.o 24p2_ 2 g2 _ [2(abtcd)]* - [a?+b*—c2—d?]
sin“a =1 — [a 2(ab+ccd) } - 4(ab+cd)?

Kolejne przeksztalcenia licznika otrzymanego utamka bedg opieraty si¢ na zastosowaniu
wzorow skroconego mnozenia, w szczeg6lnosci wzoru na roznice kwadratow. Wtedy
otrzymujemy kolejno:

2(ab+ cd)]* — [a® + b2 — & — &?]” =

2(ab+cd) — (a* +b* — > —d?)] - [2(ab+ cd) + (a* + V> — * — d?)] =

= [2(
[(c2 +d? + 2cd) (a2 + b — 2ab)} . [(a2 + b2 + 2ab) — (62 +d? - 20d):| =
[c—l—d a—b)2}-[(a—|—b)2—(c—d)2}:

=0b+c+d—a)a+c+d—-b)(a+b+d—c)la+b+c—d)

a+b+c+d
2

Podstawiajac standardowe oznaczenie p = otrzymany iloczyn mozna zapisa¢

w postaci

(b+c+d—a)at+c+d—-Db)lat+b+d—c)lat+b+c—d)=
=(a+b+c+d—2a)(a+b+c+d—2b)(a+b+c+d—2c)(a+b+c+d—2d) =
= (2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2¢)(2p — 2d) = 16(p — a)(p — b)(p — ¢)(p — d).

Zatem

pP— (ab+cd) sin a _ (ab+cd) \/16(1) a)(p—b)(p—c)(p— d)
2 2 4(ab+tcd)’

=+v(—a)p—b)(p—c)(p—4d).

Co nalezato wykazac.

Przyktad 1

Okazuje sie, ze wlasnosci czworokata cyklicznego mozna wykorzysta¢ do badania
wiasnosci pieciokata foremnego.



Rozwazmy pieciokat foremny o boku dtugosci 1, a jego przekatna oznaczmy przez
p, jak na rysunku.

Pieciokat foremny

Czworokat ABCE, ktérego wierzchotkami sg wierzchotki danego pieciokata jest
cykliczny, mozna zatem zastosowac do niego twierdzenie Ptolemeusza.

Mamy wtedy: p* =1-p+1-1.

Jedynym dodatnim rozwigzaniem tego rOwnania jest tzw. ztota liczba: p = 1+2‘/5 .

Skadingd wiadomo, ze kat wewnetrzny pieciokgta foremnego ma miare 108°.
Stosujac twierdzenie cosinuséw moglibyémy zapisa¢, ze p? = 12 + 12 — 2 cos 108°.
Wynik jest oczywiscie poprawny, ale nieco ,,uwiklany”

Mozna go jednak wykorzysta¢, uwzgledniajgc weze$niejszy rezultat, do obliczenia
doktadnejwartosci sinusa 18°.

Mamy bowiem

p= HQ\/g = V2 —2c0s108" = /2 —2cos(90° + 18°) = v/2+ 25sin18".

2
Stad (3% )" = 2+ 2sin 18", cayli sin 18" = YL,

Stownik

‘ wielokat cykliczny
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wielokatem cyklicznym nazywamy wielokat wypukly, ktory da si¢ wpisa¢ w okrag
twierdzenie Ptolemeusza

twierdzenie, ktore orzeka, ze czworokat o kolejnych bokach dtugosci a, b, ¢, d
i przekatnych p, g jest cykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy

pq = ac + bd



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Ustal potozenie wierzchotkéw czworokata wpisanego w okrag,

a nastepnie wybierz polecenie ,Rozcinanie czworokata”. Odczytaj miary katow
wewnetrznych trojkatéw powstatych w wyniku triangulacji. Sprawdz, ze spetnione sa

warunki twierdzenia o czworokacie wpisanym w okrag.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DfD0OokMv3

Polecenie 2

Miary katéw wewnetrznych tréojkatéw, na jakie rozcieto czworokat wpisany w okrag,

a ktérego bokami sg promienie okregu opisanego na tym czworokacie, poprowadzone
do jego wierzchotkéw, maja miary odpowiednio réwne: {84°, 48°, 48°},

{66°, 57°, 57°},{132°, 24°, 24°},{78°, 51°, 51°}. Oblicz miary katéw

wewnetrznych tego czworokata, przy réznych potozeniach tych tréjkatow.

Polecenie 3

BC|=4,|CD| =8,
|AD| = 6. Oblicz dtugosci przekatnych tego czworokata i czworokata wpisanego w ten
QR| =8, |RS| = 4,|SP| = 6.

Boki czworokata wpisanego w okrag maja dtugosci |AB| = 4,

sam okrag, ktérego boki maja dtugosci | PQ| = 4,
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Podstawa AB trapezu ABC'D jest érednicg okregu o promieniu 5, na nim opisanego.

Wysokos¢ tego trapezu jest rowna 3. Oblicz pole trapezu.

Cwiczenie 2 ©

W okrag wpisano deltoid ABC'D o bokach dtugosci 5 i 4. Oblicz pole tego deltoidu.
Cwiczenie 3 @]
Cwiczenie 4 O

W okrag o promieniu 5 wpisano deltoid o polu rownym 40. Oblicz obwdd tego
deltoidu.

Cwiczenie 5 O
Na danym trapezie ABC D, w ktérym AB || C'D, mozna opisa¢ okrag. Katy «, 3,7, §

sg w podanej kolejnosci katami wewnetrznymi tego trapezu, jak na rysunku.

Korzystajac z zapisanych zaleznosci, wyznacz miary katéw danego trapezu.



Cwiczenie 6 ®
Cwiczenie 7 @
Kolejne boki czworokata wpisanego w okrag maja dtugosci: |AB| = 4, |BC| = 4,

|CD| = 3 ++/21,|AD| = 6. Wyznacz miare kata ABC.

Cwiczenie 8 @



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci czworokata wpisanego w okrag

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje wtasnosci katéw wpisanych i srodkowych;

8) korzysta z cech podobienstwa tréjkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego w tréjkat,
srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz korzysta z ich
wtasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:

Uczen:

stosuje pojecie wielokata wpisanego w okrag

stosuje twierdzenie o czworokgcie wpisanym w okrag

stosuje twierdzenie Ptolemeusza

przeprowadza dowody geometryczne
Strategie nauczania:

» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje t¢ mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o obliczanie pola trojkata o zadanych bokach - tak kieruje rozmowa,
by uczniowie przywotali wzor Herona, ktorego sformutowanie zapisuje na tablicy
i ktory uczniowie stosuja do rozwigzania prostego problemu. Nastepnie nauczyciel
formutuje problem dotyczacy istnienia analogicznego wzoru dla wielokgtow o wigkszej
liczbie bokow i rozstrzyga, ze dlan > 4 taki wzor nie istnieje.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenia Ptolemeusza. Nastepnie prezentuje
przygotowany wczesniej rysunek czworokata wpisanego w okrag, w ktorym przekatna
rozcina go na dwa trojkaty, ktore nie s rownoramienne. Nastepnie prosi o znalezienie
obrazow tych trojkatow w symetrii wzgledem symetralnej przekatneji prosi
o rozstrzygniecie dotyczace cyklicznosci tak otrzymanych figur oraz dtugosci
przekatnych wyjSciowego czworokata i czworokgtow otrzymanych po zastosowaniu
symetrii. Nastepnie poleca uruchomi¢ dotgczony Aplet i wykona¢ zamieszczone w nim
polecenia.

2. Nauczyciel formuluje twierdzenie o przekatnej czworokata wpisanego w okrag.
Prezentuje rysunek ilustrujacy twierdzenie i rysunki czworokatow powstatych
z innego ulozenia trojkatow, na jakie mozna rozcig¢ dany czworokat. Nastepnie prosi
uczniow o zapisanie twierdzenia Ptolemeusza dla kazdego z czworokatow i prosi ich
o rozwigzanie powstatego ukladu rownan. Pod kierunkiem nauczyciela jeden
z ucznioéw przeprowadza dowdd na tablicy. Nastepnie nauczyciel zapisuje analogiczny
wzor dla drugiej przekatn,j.

3. Nauczyciel zapisuje wzor Brahmagupty dla danego czworokata. Prosi uczniow
o zapisanie pola tego czworokata jako sumy pol trojkatow wyznaczonych przez jedng
z przekatnych, w zaleznosci od sinusa kata. Nastepnie prosi o wyznaczenie cosinusa



kata, w zaleznosSci od dlugosci bokoéw czworokata. Wybrany uczen przeprowadza
stosowne przeksztalcenia na tablicy. Nastepnie nauczyciel korzystajac z jedynki
trygonometryczneji wzoroéw skroconego mnozenia odpowiednio przeksztalca
wyrazenie algebraiczny tak, by w kazdym czynniku pojawita si¢ suma dtugosci
wszystkich bokow czworokata. Nastepnie prosi wybranego ucznia o dokonczenie
dowodu.

4. Nauczyciel prezentuje problem opisany w Przykladzie, ktory pokazuje zastosowanie
wlasnosci czworokatow cyklicznych do badania pigciokgta formnego. Uczniowie
rozwigzuja problem w parach i wybrani uczniowie przedstawiajg na forum klasy efekty
pracy.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

o Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Zacheca uczniow do samodzielnego wyznaczenia
dlugosci drugiej przekatnej (patrz twierdzenie o przekatnej czworokata cyklicznego).

Materialy pomocnicze:
Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna go
wykorzysta¢ przy realizacji tematu ,,Okrag opisany na czworokgcie”.
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