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Réwnania stycznych do okregu przechodzacych przez

punkt nie lezacy na okregu

Zrédto: Lucie Comoy, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Cyrkiel jest przyrzadem kreslarskim do rysowania okregow. Konstrukcja geometryczna
wykonana za pomoc3 cyrkla i linijki nazywana jest konstrukcja platonska. W 1672 roku
Georg Mohr wykazal, ze kazda konstrukcja stworzona linijka i cyrklem moze by¢ wykonana
tez samym cyrklem. Cho¢ samym cyrklem nie mozna narysowac prostej, to mozna jg
wyznaczy¢ za pomocg dwoch punktow bedgcych punktami przecigecia dwoch okregow.

Taka konstrukcje mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia prostych stycznych do okregu
przechodzacych przez punkt, ktory lezy poza nim. Z takiej konstrukciji jednak nie zawsze da
sie zapisa¢ réwnania tych stycznych. Dlatego w tym materiale wykorzystamy przede
wszystkim przeksztalcenia algebraiczne.

Twoje cele

» Skonstruujesz styczne do okregu wyprowadzone z punktu nie lezacego na okregu.
» Poznasz alternatywne metody wyznaczania rownan stycznych do okregu.



Przeczytaj

Definicja: styczna do okregu

Prostg, ktora ma doktadnie jeden punkt wspolny z okregiem, nazywamy styczng do
okregu. Punkt wspolny nazywamy punktem stycznosci.

Wiasnos¢: styczna do okregu w danym punkcie

Prosta k jest styczna do okregu w punkcie A wtedy i tylko wtedy, gdy punkt A jest
punktem wspoélnym okregu i prostej k oraz jednocze$nie odcinek OA, taczacy srodek
okregu z tym punktem, jest prostopadly do prostej k.
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Podamy teraz konstrukcyjny sposdb poprowadzenia przez dany punkt, nie nalezacy do
okregu, stycznych do tego okregu.

Konstrukcja

1. Rysujemy okrag i zaznaczamy punkt P. Nastepnie rysujemy odcinek OP.

2. Prowadzimy symetralng odcinka OP, ktora przechodzi przez jego srodek w punkcie K



3. Zakres$lamy okrag o Srodku w punkcie K i promieniu KO.

4. Wyznaczamy punkty wspolne tego okregu i okregu danego. Przez kazdy z tych
punktéw i punkt P prowadzimy prosta.
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Prosta AP jest styczna do okregu, poniewaz kat wpisany OAP jest oparty na Srednicy OP,
wiec ma miare 90°. Prosta AP jest prostopadta do odcinka O A, zatem odleglos¢ punktu O
od tej prostejw punkcie A jest rowna promieniowi danego okregu.

Opisana konstrukcja pozwala wyznaczy¢ dwie styczne dla kazdego punktu P lezacego poza
danym okregiem.

Wazne!

Z danego punktu lezgcego poza okregiem, mozna poprowadzi¢ dwie styczne do tego
okregu.



Wykorzystamy powyzszg metode do wyznaczenia rownan stycznych do okregu.

Przyktad 1

Napiszemy réwnania stycznych do okregu z2 + > = 13 poprowadzonych z punktu
P = (5,1).

Rozwigzanie:

Rownanie prostej przechodzacej przez punkt P = (z,, y,) jest postaci
y=a(z— ) + yp.

Dla danego punktu P = (5, 1) otrzymujemy zatem réwnanie prostej w postaci
y=a(x —5)+ 1

Z rébwnania danego okregu wiemy, ze ma srodek w punkcie O = (0, 0).

Opierajac si¢ na przedstawionej konstrukcji, wyznaczymy réwnanie okregu o srodku
w punkcie K, bedacym $rodkiem odcinka OP.

Wyznaczymy wspolrzedne punktu K korzystajac ze wzoru na srodek odcinka.
K= (%2, 00 coyi K = (3, 3).

Promien okregu o srodku w punkcie K wynosi

r = |KP| = |OK| = /(3 —0)"+ (£ —0)" = /22 = ¥&,

, 2 2
Roéwnanie okregu o Srodku w punkcie K ma zatem postac (:r: — %) + (y - %) =2

Punkty przeciecia okregow (w — %)2 + (y — %)2 = % i % + y? = 13 s3 punktami

stycznosci prostych przechodzacych przez punkt P.

Po zastosowaniu wzorow skroconego mnozenia, rownanie okregu

2 L .
(a: — %)2 + (y— %) = %,przy]mUJe posta¢ x?> — 5z + % + P —y+ % = %,apo
redukeji wyrazen podobnych: 2% + 3> — 5z — y = 0.

Szukamy punktoéw przeciecia obu okregéw, w tym celu rozwiazujemy uktad rownan:

{:c2+y2—5:c—y:0
2+ =13
Odejmujgc stronami rownanie pierwsze od drugiego, otrzymujemy: 5x + y = 13, stad

y=13 — bz.

W réwnaniu 22 + 32 = 13 podstawiamy y = 13 — 5z i otrzymujemy réwnanie
22 + (13 — 5z)° = 13.
Poprzez przeksztalcenia otrzymujemy z? + 169 — 130z + 252 = 13, a nastepnie




262> — 130z + 156 = 0, dochodzimy do réwnania kwadratowego postaci
13z — 65z 4 78 = 0. Wyroznik tego trojmianu wynosi A = 652 — 4 -13 - 78 = 169 > 0,
czyli rownanie ma dwa rozwigzania:

Poniewaz y = 13 — 5z, wiecy1 = 3,ay2 = —2.

Otrzymali$my punkty stycznosci A = (2,3) i B = (3, —2), mozemy przej$¢ do
wyznaczenia rownan stycznych.

Réwnanie stycznej AP zapiszemy jako:

y=a(z—5)+1

w| o

Wiedzac, ze przechodzi przez punkt A, otrzymujemy 3 = —3a + 1,a = —
Rownanie stycznej przyjmuje wiec postac:
y=—2(-5)+1l=—-2z+2 +1=-2z+ 3

Rownanie stycznej BP zapiszemy jako:

y=a(xr—5)+ 1

Wiedzac, ze przechodzi przez punkt B, otrzymujemy—2 = —2a + 1,a = %
Rownanie stycznej przyjmuje wiec postac:
y=3@@-5)+1=3z- P +1=3z- 3

W ten sposob otrzymali$my rownania prostych y = %:p — % orazy = — %a: + 1?3

przechodzacych przez punkt P = (5, 1) i stycznych do okregu z2 + 3 = 13.

Wzajemne polozenie prostejy = ma + n i okregu (z — a)? + (y — b)* = 72 mozemy
okresli¢ poprzez analize¢ liczby rozwigzan uktadu rownan:

Yy=mx+n
(z—a)’ +(y—b)* =r*

Po podstawieniu y = ma + n do drugiego roOwnania, otrzymujemy rownanie kwadratowe.
Mozliwe s3 trzy przypadki:

1. A > 0 - prosta ma z okregiem dwa (rézne) punkty wspolne - jest sieczng okregu,

2. A < 0 - prosta nie ma punktu wspolnego z okregiem,

3. A = 0 - prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny (podwajny), czyli jest styczna do
okregu.



Wazne!

Prosta y = ma + n jest styczng do okregu (z — a)® + (y — b)? = r2, gdy rownanie
kwadratowe wynikajace z uktadu réwnan:

{yzmw—i—n
(2 —a)’ + (y—b)° =’

ma jedno rozwigzanie.

Przyktad 2

Napiszemy rownania stycznych do okregu 2 + y?> — 10z + 4y + 25 = 0
przechodzacych przez poczatek uktadu wspotrzednych. .

Rozwigzanie:

Rownanie prostej, na ktorejlezy punkt bedacy poczatkiem uktadu wspotrzednych, ma
posta¢ y = mz. Rozwigzujemy uktad rownan:

y=mz
2+ — 10z +4y+25=0
Podstawiamy y = max do rownania z? + y?> — 10z + 4y + 25 = 0 i otrzymujemy:

2% 4+ (ma)? — 10z + 4ma + 25 = 0, ktore zapisujemy w postaci
(1+m?)a? — 2(—2m + 5)z + 25 = 0.

Wyroznik tego trojmianu musi by¢ rowny zeru, poniewaz wtedy prosta ma jeden punkt
wspoélny z okregiem, czyli:A = [—2(—2m + 5)]* — 4(14+m?)-25=0

16m? — 80m + 100 — 100 — 100m2 =0
—84m? — 80m =0
—4m(21m + 20) =0
20

Stad otrzymujemy dwie wartoSci m: m1 = 0, ma = —57.

Podstawiajac uzyskane wartosci do rownania prostej y = ma, otrzymujemy rownania

dwoch stycznychy =0,y = —%x.

Wzajemne potozenie okregu i prostejna ptaszczyznie mozna rowniez okresli¢ badajac
odleglosc¢ prostej od srodka okregu.

Jezeli odlegtos¢ Srodka okregu od prostej jest:

1. wigksza od dtugosci promienia okregu, to prosta i okrag nie majg punktu wspolnego,



2. mniejsza od dtugosci promienia okregu, to prosta i okragg majg dwa punkty wspolne -
prostg nazywamy wtedy sieczng okregu,

3. rowna dtugosci promienia okregu, to prosta i okragg majg jeden punkt wspoélny - prosta
nazywamy wtedy styczng do okregu.

Prosta Ax + By + C = 0 jest styczng do okregu, jezeli jej odleglos¢ od $srodka okregu jest
rowna dlugosci promienia okregu.

_ |Azo+Byo+C]|
IRZEE 2
W naszym przypadku odleglos¢ srodka okregu od prostejbedgcej styczng jest rowna

Odlegtos¢ punktu A = (zg, yo) od prostej Az + By + C = 0 opisuje wzor d

promieniowi, czyli:

= %, gdzie O = (a, b) jest srodkiem okregu.
Przyktad 3

Wyznaczymy rownania stycznych do okregu o rownaniu: (z — 4)? + (y — 3) = 25
poprowadzonych z punktu P = (— %; 3).

Rozwigzanie

Proste styczne do okregu majg rownania postaci: y = ax + b. Skoro przechodzg przez
punkt P, to: 3 = —Za+b,stqd:b:3+ %ai:yzanr %a+3.

. , . . . , . 9 _
Zapiszemy réwnanie stycznejw postaci ogolnej. ax — y + ya + 3 = 0.

Odlegto$¢ srodka okregu od stycznejjest rowna dtugo$ci promienia. Srodek okregu to
punkt S = (4; 3) a promien ma dtugos¢ 5.
Zatem:

la-4—3+3a+3]
a?+1 o

%a‘ =5va?+1

82 4% = 25(a% + 1)

225 2

S5a° =25

2 _ 16

a” =

_ _ 4 _ 4
a= 3luba—3

Mamy wigc odpowiednio: b = 0lub b = 6.




Styczne do okregu o rownaniu: (z — 4)° + (y — 3)* = 25 poprowadzone z punktu
P = (—%; 3) majg rownania: y = —%a: luby = %:c + 6.

Przyktad 4

Wyznaczymy rownania stycznych do okregu o rownaniu: (z + 1) + (y + 2)? = 16
rownoleglych do prostejo rownaniu y = 2z — 5.

Rozwigzanie

Proste styczne do okregu i rownolegle do prostejy = 2x — 5 maja rownania postaci:
y =2z +b.

Odlegto$¢ srodka okregu S = (—1; —2) od stycznejjest rowna dtugosci promienia, czyli
4.

Rownanie stycznej zapiszemy w postaci ogolnej: 2 — y 4+ b = 0 i skorzystamy ze wzoru
dla odlegtos¢ punktu od proste;j:

21— (24 _ 4

\/ 224 (1)
b| = 4v/5
b= —4v51lubb = 4v/5.

Ostatecznie rownania stycznych maja postaé: y = 2z — 4/5 luby = 2z + 4/5

Przyktad 5

Wyznaczymy rownania stycznych do okregu o rownaniu: (z — 3)% + (y + 3) = 4
prostopadlych do prostejo rownaniu y = x + 1.

Rozwigzanie

Proste styczne do okregu i prostopadie do prostejy = = + 1 maja rownania postaci:
y=—x+b.

Odlegto$¢ srodka okregu S = (3; —3) od stycznejjest rowna dtugo$ci promienia, czyli 2.

Roéwnanie stycznej zapiszemy w postaci ogolnej: ¢ + y — b = 0 i skorzystamy ze wzoru
dla odlegtos¢ punktu od proste;j:

[3—3—b]

VLD
b] = 2v/2
b= —2v2lubb = 22.



| Ostatecznie rownania stycznych majg posta¢: y = —z — 2V2luby = —z + 2v/2

Stownik

okrag o srodku O i promieniu r

zbior wszystkich punktéw P plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu O jest rowna r
styczna do okregu

prosta, ktora ma doktadnie jeden punkt wspolny z okregiem; punkt wspolny nazywamy

punktem stycznosci



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca réwnania stycznych do okregu poprowadzonych przez
punkt nie lezacy na okregu, a nastepnie rozwiagz zadania.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DZ7xk]J3Sg

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcejréwnan stycznych do okregu
przechozgcych przez punkt nie lezgcy na okregu.

Polecenie 2
Przez punkt A = (0, 2) poprowadz styczne do okregu 2> + 7% = 1.
Polecenie 3

Styczna do okregu (z — 3)2 + y? = 5, przechodzaca przez punkt P = (—1, 3) jest
réwnolegta do prostej y = —2x — 10. Podaj wspotrzedne punktu stycznosci.



https://zpe.gov.pl/a/DZ7xkJ3Sg

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnanie stycznych do okregu poprowadzonych przez punkt nie lezacy na okregu.
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy

Podstawa programowa:

Zakres podstawowy:

VIIIL Planimetria

Uczen:

1) Wyznacza promienie i Srednice okregow, dtugosci cieciw okregdéw oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej
Uczen:

1) Rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje.

2) Postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,

w tym wyznacza roOwnanie prostej o zadanych wiasnoSciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub
prostopadtos$¢ do innej prostej, stycznos¢ do okregu.

3) Oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w ukiadzie wspolrzednych.
4) Postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (z — b)® = r?2

5) Oblicza odlegtos¢ punktu od proste;.

6) Znajduje punkty wspolne prosteji okregu raz prosteji paraboli bedacej wykresem funkcji
kwadratowe;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij,



» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

« kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 rysuje proste styczne do okregu,

» znajduje punkty stycznosci prosteji okregu,

e wyznacza rownanie prostej spetniajgcejdane warunki,

 planuje czynnosci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia tycznych do okregu,

 ksztalci umiejetnosc¢ stosowania metod geometrii analitycznej,

e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami,

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animacji i ¢wiczen interaktywnych,
» pokaz multimedialny,
e rozwigzywanie zadan pod kontrolg nauczyciela.

Formy pracy:

o pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu,
» tablica interaktywna/rzutnik multimedialny
e e-podrecznik.

Nauczyciel na poprzednich zajeciach prosi uczniéw o przyniesienie przyrzadow
geometrycznych - cyrkli, linijek oraz arkuszy papieru.

Przebieg lekcji



Faza wprowadzajaca:

e uczniowie przypominajg rownanie okregu,

» uczniowie okreslaja ile puntow wspolnych moze miec¢ prosta z okregiem - wykonuja
odpowiednie rysunki na tablicy,

e nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

e uczniowie okreslaja ile stycznych mozna wyprowadzi¢ z punktu nie lezacego na
okregu,

e nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ materiatem zawartym w sekcji Przeczytaj
dotyczacym konstrukcji stycznych do okregdéw poprowadzonych z punktu nie
nalezgcego do okregu,

« uczniowie na arkuszach wykonuja konstrukcje, nauczyciel kontroluje prace uczniow,
zwracajgc uwage na starannos¢ i poprawnos¢ wykonywanych rysunkow,

e uczniowie, w parach rozwigzujg zadanie zaproponowane przez nauczyciela opierajgc
sie na metodach przedstawionych w przyktadach 1i 2 w sekcji przeczytaj,

» chetny uczen rozwigzuje zadanie na tablicy,

e nauczyciel prezentuje animacje,

» uczniowie przedyskutowujg metode¢ zaproponowang w animacji, analizujg rozwigzanie
zadania do samodzielnego rozwigzania z animacii,

e nauczyciel wyjasnia watpliwosci,

 nauczyciel prosi uczniow o rozwigzanie wskazanych ¢wiczen interaktywnych,

» nauczyciel kontroluje prace uczniow, udziela im wskazowek, wyjasnia watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

» wskazani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych,

e uczniowie formutujg wnioski do zapamietania,

» uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien,

e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly rozwigzane
na lekciji.

Materiaty pomocnicze:
Styczna do okregu

Wzajemne potozenie prosteji okregu


https://epodreczniki.pl/a/styczna-do-okregu/D1FUWEOc7
https://epodreczniki.pl/a/wzajemne-polozenie-prostej-i-okregu/DT2cBKu8L

Wzajemne potozenie prosteji okregu
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze poprosi¢ uczniow aby przed lekcjg przeanalizowali rozwigzanie zadania
przeznaczonego do samodzielnego rozwigzania, ktore jest zawarte w animacji — usprawni
to prace na lekcji.


https://epodreczniki.pl/a/wzajemne-polozenie-prostej-i-okregu/DspOLujos

