Jak znalez¢ wartosc sinusa, gdy dany jest cosinus?
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Zrédto: Hert Niks, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Zapewne zdarzyto Ci si¢ oglada¢ Puchar
Swiata w Skokach Narciarskich lub tylko jego
fragment, gdy zmieniana jest belka startowa,
ze wzgledu na warunki atmosferyczne,

o czym decyduja sedziowie.

By¢ moze zastanawiajace wydato Ci sig to, jak
wraz ze zmiang belki zmienia si¢ odleglos¢
skoczka od progu, liczona poziomo a nie
wzdtuz rozbiegu, oraz wysokos¢ belki, liczona
od poziomu ziemi...

Na to pytanie mozna tatwo odpowiedziec¢,
jesli bedziemy umieli znalez¢ warto$¢
cosinusa nachylenia skoczni, znajgc sinus

tego kata. I tym zajmiemy sie w tej lekciji. =
Zrédto: Todd Trapani, dostepny w internecie:
https:/unsplash.com/photos/11hnchukldg.
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e Obliczysz wartosci cosinusa kata, znajac jego sinus.
» Obliczysz wartos¢ sinusa kata, znajgc jego cosinus.



Przeczytaj

Wielka Krokiew, skocznia narciarska w Zakopanem, ma rozbieg o dtugosci 98, 7 m - jest to
odlegtos¢ najwyzszej belki startowej od progu skoczni, liczona wzdtuz rozbiegu.

Liczac w poziomie - odlegtos¢ najwyzszej belki od progu to 80, 85 m.

Belke startowa mozna obnizy¢ maksymalnie o 22 m, liczgc wzdtuz rozbiegu - na tej
dlugosci mozna ustali¢ prog startowy w jednym z 35 miejsc.
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‘ 80,85 m
89,11m

Przyktad 1

Zastanowmy sie, jak wysoko znajduje si¢ skoczek narciarski, siedzac na najnizsze;
mozliwej belce startowe;j.

Oczywiscie, mozemy poradzi¢ sobie z problemem, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa
oraz podobienstwa trojkatow. Jest to jednak okrezna droga. Wykorzystamy zatem
trygonometrie, aby uprosci¢ problem.

Mozemy tatwo policzy¢ cosinus kata o - kata nachylenia skoczni:

80,85
COSQx = g7 ~ 0, 82.



javascript:void(0);

Rozwazmy teraz trojkat prostokatny, ktorego przyprostokatna jest szukana wysokosc¢.
Znamy przeciwprostokatng tego trojkata oraz cos a. Pamietajmy, ze x jest
przyprostokatna lezacg na przeciw kata a, wiec powinniSmy korzysta¢ z wartosci sin a.

Jak ja znalez¢?

Przypomnijmy sobie tozsamosci trygonometryczne, a konkretnie jedynke
trygonometryczna:

sinfa + cos?a = 1.

Stad sina = 1 — cos?ae ~ 1 — (0, 82)? = 0, 3276,
wiec sin a ~ 0,57 lubsina ~ —0, 57.

Wiemy jednak, ze kat « jest ostry, wiec wybieramy dodatnig wartos¢ funkciji sinus.
Zatem =g+ ~ 0,57, stagd ¢ ~ 43,61 m.
Na jakiej wysokosci znajduje sie skoczek siedzac na najnizszejbelce? To

43,61 m + 89,11 m =132, 72 m.

Znajac sin o, mozemy tatwo policzy¢ na jakiej wysokosci znajduje sie skoczek siedzac na

kazdejz 35 belek startowych.

W powyzszym przykltadzie obliczyliSmy sinus kata, znajac jego cosinus. Rozwazmy teraz
nastepujacy przyktad.

Przyktad 2

Korzystajac z ponizszego rysunku, obliczymy sin S i cos 8.
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Rozwigzanie: Zacznijmy od policzenia wartosci sin a. Widzimy, ze kat a jest katem
trojkata prostokatnego o przyprostokatnych 3 i 4.

Z twierdzenia Pitagorasa dlugos¢ przeciwprostokatnejto 5. Zatem sin o = %
Katy a i 3 to katy przylegle, wiec a + 8 = 180°, zatem sin o = sin S.

Znamy juzsin 8 = % Pozostaje wyliczy¢ cos . Znéw skorzystamy z jedynki

trygonometrycznej:

cos?f=1-sin’f=1— 5 = 3.

Zatem cos 3 = % lub cos B = — %. Widzimy jednak, ze 3 jest katem rozwartym, wigc
cos 8 < 0.

Otrzymujemy wiec odpowiedzi: sin 8 = % icos B = —%.

Przypomnijmy, kiedy warto$ci funkcji trygonometrycznych kata o s3 dodatnie, a kiedy
ujemne.

ac ©0.5) (3.7 (. 4m) (4m,20)



ac 0,%) (5:7) (m, 5m) (5, 2m)
sin o + + — —
Cos + — — +
tga + — + —
ctga + — + —
Przyktad 3
Wiedzac, ze cosa = —% oraz o € (%w, 27r) obliczymy sin .

Rozwigzanie: Na mocy jedynki trygonometrycznej otrzymujemy, ze

: 2 . . 10 :
sinfa=1—(2)" = . Zatemsina = %m lub sin o = —@. Korzystajac

7
z powyzszej tabeli mozemy ustali¢, Ze sina = — @ .

Przyktad 4

2

. . 1 3 . .
Wiedzgc, ze cos” a = + oraz a € (7r, 77r) obliczymy sin a.

Rozwigzanie: Rozwigzemy powyzsze zadanie na dwa sposoby.
Sposo6b I

Zaczniemy od wyznaczenia wartosci funkcji cos a. Korzystajac ze wzoru skroconego
mnozenia otrzymujemy rOwnanie (cos a— @) (cos o+ @) = 0. Stad cosa = % lub
cosa = — ‘f Poniewaz o € (7r, %7‘(’), wiec cosa = —%. Postepujac analogicznie jak
o = % Dla rozwazanego kata a zachodzi

V2
=

w Przyktadzie 3 otrzymujemy, ze sin

nierownos¢ sina < 0, wiec sina = —
Sposob 11

W omawianym przykladzie znalezienie doktadnejwartosci funkciji cos o nie jest

. . . Jeosta=1 ,
konieczne. Wystarczy rozwazy¢ uktad rownan ¢ ) aby otrzymac, ze
sin“a +cos“a =1
.9 1 1i K . 0 . W2
sin” a + 5 = 11tym samym, skorosina < U, tosina = 5

Przyktad 5

Wiedzac, ze cosa = 2 — /2 oraz ze kat a jest katem ostrym obliczymy warto$¢

. : Cos
wyrazenie >=.

Rozwigzanie: Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, mamy, ze

sinzazl—(2—\/5)221—(4—4\/5—1—2) :1—(6—4\/5) — 42 — 5. Stad



sina = v/4v/2 — 5 lubsina = —+/44/2 — 5. Wszystkie wartoéci funkcji
trygonometrycznych kata ostrego sa dodatnie, wiec sin o = 42 — 5.

B (2—\/5)\/4\/5—5 B (2—\/5) W25 s (3\/§+2)\/4\/§—5

cosa __  2—/2
Zatem sina 4/2-5 o 4/2-5 o 44/2-5 4245 7
Stownik

tozsamosci trygonometryczne

zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi, bedace prawdziwe, bez wzgledu na
wartos¢ kata

jedynka trygonometryczna

jedna z tozsamosci trygonometrycznych: dla dowolnego kata a spelniona jest rownosc

2

sina +cos?a =1

podobienstwo tréjkatéow

trojkaty podobne to trojkaty, ktore majg pary katow tej samej miary



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Utdz matematyczne puzzle, a nastepnie rozwiaz polecenie 2 i 3.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3iGnK5i4

Polecenie 2

Znajdz wartosci sin « i cos o wiedzac, ze spetnione jest rownanie sin o = 2 cos a.

Polecenie 3

Wiedzac, ze sina = (\/§ — \/5) i kat « jest rozwarty, oblicz cos a.


https://zpe.gov.pl/a/D3iGnK5i4

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

. . . 1 . oy ;s
Wiedzac, ze 0 < sina < 5 wskaz mozliwg wartosc cos a.

() cosau=—0,85
O cosa = @
O cosa = —@
() cosa=0,9
Cwiczenie 2

Wiedzac, ze [cos a < % wskaz wszystkie mozliwe wartosci sin a.

sina = V11 — /6
sina:\/l_—ﬁ

sina=+v5—+3

o 0O o 0O

sina = v 101 — \/@




Cwiczenie 3

sina = /0,12
sina = 0,12
sina = 4/0, (12)

sina =0, (12)

Cwiczenie 4

Sprawdz, czy istnieje kat o dla podanych wartosci sin «v i cos a.
w odpowiednie komorki tabeli.

Potacz w pary wartosci funkgji sinus i cosinus tego samego kata.

cosa = 2 ‘2?4
cos @ = Y1073
33
_ V957
cosa = 53
cosa = —”522

Przeciagnij "tak" lub "nie"

1 6vV2 VB VT 1 7 4 3 .

0.3 4132 L3 11 9 16 Nie tak
sin a coOs tak/nie
0 I

1 il

2 2

6v'2 7

f{— 11

V5 4

5 9

7 13

e is




Cwiczenie 5 O

Do danej wartosci sin a przyporzadkuj wszystkie mozliwe wartosci cos «, przeciggajac je
w odpowiednie miejsca.

sinazg
cosa = — % cosaz@
cosa— V43 +7 |
sina = + cosa = —V/17 — 12v/2
cosa:\/§—2’
cosa = \/T— 213 |
sina = 2V3v2 — 4 cos a = cos 45°
cosa = (1—\/5)2
cosa:2\/§—3’
sina = %(\/5_1) cosa = 2T‘/6 ’ cosa = @
cosa:—é




Cwiczenie 6

Oblicz sin o wiedzac, ze cos a = 0, (1) a « jest katem ostrym. Wstaw wybrane liczby
w odpowiednie luki w tekscie.

Zaczniemy od zamiany utamka okresowego x = 0, (1) na utamek zwykty. Mnozac obie strony

rownania przez 10 otrzymujemy:

sina=1- =

sina=____________

o (] () ) [ | [ (L (3 (o) [0

Cwiczenie 7 @

Wiedzac, ze cos a < % wskaz wszystkie mozliwe wartosci sin a.

sina = 0,997
. _ 1
SIn @ = 7

sina:ﬁ—2

O o 0O O

sina=+v7-1



Cwiczenie 8 @

W ponizszym tekscie opisano trzy metody znajdowania wartosci cos o znajgc wartos¢ sin a.
Przeczytaj uwaznie tekst. Uzupetnij luki przeciggajgc wtasciwe odpowiedzi.

i przeciwprostokatnej Z twierdzenia Pitagorasa wyliczamy, ze druga
przyprostokatna ma d’rugoééé Zatem cosinus kata lezgcego przy tej przyprostokatnej
WYNosi Oczywiscie, rysujac trojkat prostokatny zatozylismy, ze kat « jest ostry,

dlatego dostalismy jedynie dodatnig wartos$¢ cosinusa.

Trzeci sposéb bazuje na przyblizeniach wartosci funkcji trygonometrycznych dostepnych

‘ —0,8 ’ ‘ 64 ’ ‘ 8 ’ ‘ twierdzenia sinuséw ’ ‘ 0, 7986 ’ ‘ 0,8 ’ ‘ jedynki trygonometrycznej

\36°

EES

\0,8]\ 53°

\100]\ 37°

\10 ]\0,8090]




Dla nauczyciela

Autor: Julia Wodka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak znalez¢ warto$¢ sinusa, gdy dany jest cosinus?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajac z tablic lub kalkulatora;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje obywatelskie;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» oblicza wartosci cosinusa kata, znajac jego sinus,

 oblicza wartos¢ sinusa kata, znajgc jego cosinus,

» korzysta z wartosSci funkcji trygonometrycznych do rozwigzywania zadan
praktycznych,

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pracaz ekspertem;



liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji

»Przeczytaj”. Wspolnie na forum klasy omawiajg pytania i problemy.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie

uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢

z materiatem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’. Na lekcji uczniowie pracujg w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia

numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na

czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

. Cwiczenia numer 6, 7i 8 uczniowie wykonujg indywidualnie, a nastepnie omawia je

nauczyciel.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajq si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,Jak znaleZ¢ warto$¢ sinusa, gdy dany jest
cosinus?”.
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