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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Rozwigzywanie rownan trygonometrycznych wymaga znajomosci podstawowych wzorow
trygonometrii, np. na sinusy sumy i roznicy argumentow czy cosinus podwojonego kata. Dla
tych, ktorzy je zapomnieli lub jeszcze ich nie poznali, przypomnimy w tym materiale te
zagadnienia, a takze wzory na sumy i réznice pozostatych funkcji trygonometrycznych,
funkcje podwojonego kata oraz sumy i roznice funkciji trygonometrycznych. Oprocz
przypomnienia wzorow, wykorzystamy najbardziej typowe strategie rozwigzywania rownan
trygonometrycznych.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie wszystkie typy wzorow trygonometrycznych.

» Przypomnisz sobie, jak stosowa¢ poznane wzory na sinusy, cosinusy i tangensy sumy
i roznicy argumentoéw do rozwigzywania rownan trygonometrycznych réznych
typow.

» Przypomnisz sobie, jak stosowac poznane wzory na sinus, cosinus i tangens
podwojonego kata do rozwigzywania rownan trygonometrycznych roznych typow.

» Przypomnisz sobie, jak stosowa¢ poznane wzory na sumy i roznice sinusow,
cosinusow oraz tangensow do rozwigzywania rownan trygonometrycznych réznych

typow.



Przeczytaj

Na lekcji pokazemy calg kolekcje rownan trygonometrycznych, do rozwigzania ktorych
bedziemy wykorzystywac wszystkie poznane dotychczas wzory i metody.

Przypomnijmy najpierw najbardziej typowe strategie rozwigzywania rownan
trygonometrycznych:

1. Zawsze na poczatku piszemy, co jest dziedzing rownania, czyli jaki jest zbior
elementow, dla ktorych réwnanie ma sens.

2. Kazde rownanie staramy sie sprowadzi¢ do postaci: sinx = a,cosz = a lubtgz = a,
gdzie a jest pewna liczba rzeczywistg.

3. Bardzo wygodng postacig rownania, ktora utatwia rozwigzanie rownan, jest taka postac,
aby po jednej stronie rownania znajdowat si¢ iloczyn wyrazen trygonometrycznych,

a po drugiejliczba 0.

4. Czestym motywem dla bardziej ztozonych rownan jest wprowadzenie podstawienia,
ktore sprowadza réwnanie trygonometryczne do postaci rownanie kwadratowego,
wielomianowego lub wymiernego.

5. W bardziej ztozonych zadaniach musimy skorzysta¢ z poznanych wzoréow na: funkcje
trygonometryczne sumy i réznicy argumentow, funkcje trygonometryczne
podwojonego argumentu, sumy i roznicy funkcji trygonometrycznych.

Funkcje trygonometryczne sumy i r6znicy argumentow

sinus sumy argumentow

sin(z +y) =sinz - cosy + cosz - siny, dlaz,y € R

sinus réznicy argumentow

sin(z —y) =sinz - cosy — cosz - siny, dlaz,y € R

cosinus sumy argumentow

cos(z +y) =cosz-cosy —sinz -siny,dlaz,y € R

cosinus réoznicy argumentow

cos(x —y) =cosx-cosy+sinz-siny, dlaz,y € R



tangens sumy argumentéw

tg x4t
tg(x + y) — 1§t$gmtggyyv

gdyz # 5 +kmy# 5 tkmz+y# 5 +kn gdziek € Z

tangens réznicy argumentéw

. _ tgz—tgy
tg(w y) T lt+tgxtgy?

gdyzr # 5 +kmy# 5 +km,x —y# 5 + kmn,gdziek € Z
Funkcje trygonomeryczne podwojonego argumentu

sinus podwojonego kata

tozsamo$¢ trygonometryczna: sin 2 = 2 sin z cos ¢ prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej x

cosinus podwojonego kata

2

tozsamo$¢ trygonometryczna: cos 2 = cos?  — sin® z prawdziwa dla kazdejliczby

rzeczywistej

tangens podwojonego kata

2tgz
1—tg’x
r# T+ Tkiz# 5 +knm gdziek € Z

tozsamos¢ trygonometryczna: tg 2z = prawdziwa dla kazdejliczby rzeczywistej

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych

suma oraz roznica sinusow

. . . T+ xr—
sinz +siny = 2smTy - COS 2y

. . . — —+
sinz — siny = 2sin 5 - cos 2

dla dowolnych z,y € R

suma oraz roznica cosinusow

cosz + cosy = 2cos Y - cos LY




. T+ . xTr—
cosz — cosy = —2sin ¥ - sin ¥

dla dowolnych z,y € R

suma oraz roznica tangensow

sin(z+y)
COS T COS Y

tgxt+tgy =

__ sin(z—y)
tg r— tg Y= COS T COS Y

dla dowolnych z,y € R spehiajacych warunki: cosx # 0icosy # 0
Przyktad 1

Zapoznaj sie z ponizszym filmem. Zwro¢ uwage w przyktadach 2 i 3 na zapisanie zatozen.
W przykiadzie 2 zastosowano charakterystyczne podstawienie prowadzace do rownania
kwadratowego. W przykladzie 3 zwr6¢ ponadto uwage na zastosowanie wzoru na
roznice sinusow do przeksztatcenia rownania.

Trwa wczytywanie danych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCOv7sROIl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy rozwigzywania rownan z funkcja sinus.

Przyktad 2
Rozwigzemy rownanie sin 3z - sin bx = cos 4z - cos 2z.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze problemem w tym zadaniu s3 iloczyny funkciji trygonometrycznych, ktore
znajduja sie po obu stronach rownania. Nie spotkalismy si¢ dotad ze wzorem, ktory
zamienialby tego typu iloczyn na inne wyrazenie.

Ale we wzorze na roéznice cosinusow mamy:



https://zpe.gov.pl/a/DCOv7sROl

a+p a—pf

cosa — cos 8 = —2sin —— smT
Stad in 2Bgineh _ 1 _

ad mamy sin “5=sin <= = & (cos 8 — cos ).

o _ otb a—p _ o
Jezeli zapiszemy, ze © = iy=—5-,toa=x+yif=z—y.

Zatemsinz siny = 4 (cos(z — y) — cos(z + y)).

Analogicznie mozemy wyprowadzi¢ wzor: cos z cosy = 5 (cos(z + y) + cos(z — y)).
Wykorzystajmy te zaleznosci do rozwigzania zadania:

+(cos(5z — 3z) — cos(5z + 3z)) = 4 (cos(4z + 2z) + cos(dz — 2z)),

cos 2x — cos 8x = cos 6x + cos 2z,

cos b6z + cos 8z = 0.

Stosujemy wzOr na sume cosinusow:

6248z 8r—6x __ 0
2 2 9

2 cos - COS
cos 7x - cosx = 0.

Zatem otrzymujemy:

cos7z = 0lubcosz = 0.

Tr =5 +knlubz = § + km, gdzie k € Z.
Odpowiedz z = & + X lubz = I + km, gdzie k € Z.
Przyktad 3

Zapoznaj sie z filmem. Zwrdo¢ uwage na metode podstawiania zastosowang w przyktadzie
2. W przykladzie 3 zostal wykorzystany wzor, ktory pojawit sie w zadaniu 2.

Trwa wczytywanie danych.


javascript:void(0);

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCOv7sROIl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy rozwigzywania rownan z funkcjg cosinus.

Przyktad 4
Rozwigzemy réwnanie: sin®  + sin? 2z = sin® 3z + sin? 4z.
Rozwigzanie

Skorzystamy z przeksztalconego wzoru na cosinus podwojonego kata:

SiIl2 T = 1—c;)s 2z )

Otrzymamy wowczas:

1—cos2x 1—cosd4x __ 1—cosbz 1—cos 8z
2 + 2 - 2 + 2 :

Po uproszczeniu otrzymujemy:

cos 2z + cos 4x = cos 6z + cos 8.

Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na sume cosinusow:

2cos3z-cosx —2cos7x -cosz = 0.

Wyciggamy wspolny czynnik przed nawias i korzystamy ze wzoru na réznice cosinusow:
2cosz - (cos 3z — cos Tz) = 0,

2cosz - (—2sinbzx - sin (—2z)) = 0.

Korzystajgc z postaci iloczynowej, otrzymujemy:

cosz = 0 lubsin 5z = 0 lub sin 2z = 0.

Stad mamy:

z=72 +krlubz =2 lubz = & odzie k € Z.

Otrzymujemy zatem odpowiedz: x = % lubz = %, gdzie k € Z.

Stownik

cosinus podwojonego kata

tozsamo$¢ trygonometryczna: cos 2z = cos’ ¢ — sin? z prawdziwa dla kazdej liczby

rzeczywistej


https://zpe.gov.pl/a/DCOv7sROl
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WZzory na sume oraz roznice sinuséw

sinz + siny = 2sin —= - cos

sinz — siny = 2sin 5 - cos 5
dla dowolnych z,y € R

WZzOory na sume oraz roznice cosinuséw

cosz + cosy = 2cos 2 - cos LY
_ mty Ty
cosT — cosy = —2sin —5= - sin —;

dla dowolnych z,y € R



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z animacja. Zwrdo¢ uwage na wzory, jakie wykorzystano do
przeksztatcenia postaci wyrazen wystepujgcych w réwnaniach.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DPOEI2tu4

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejroznych typow rownan trygonometrycznych.

Polecenie 2

Rozwigz réwnanie: cos 2z + cos ¢ = sin 3.


https://zpe.gov.pl/a/DPOEl2tu4

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Wszystkie liczby spetniajace réwnanie sin x cos x cos 2z = % sg postaci:
T =5 + km gdziek € Z

x:%—i—%;gdziekez

O O O

xr = km,gdziek € Z

O z =4 gdziek € Z

Cwiczenie 2

Wszystkie liczby spetniajgce réwnanie cos 3x 4+ cos £ = cos x cos 2x sg postaci:
T = %,gdziek e Z

r=+5+krlubz =7 + %,gdziekeZ

m:%Jr%,gdziekEZ

o O O O

T =4 +kmegdziekcZ




Cwiczenie 3
Potacz w pary rownania z réwnymi zbiorami rozwigzan.

cosdxr = sin2x 2sin? 2z +sin2x—-1=0

3sin?2z + 5cos2z —3 =0 2¢cosz =1

tgr = tgdx sin 3z cosz = 2sin 3z

sin®z + cosz = % sin? 2z = %

Cwiczenie 4

Wstaw takie wyrazenie, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

(1+ cos2z)-sinz = cos? z wtedy i tylko wtedy, gdy? ------------- Iub: ------------- | Iub? ------------- 5
gdziek € Z
x f—

—%-I-Qk:ﬂ'Hx:%+2kﬂ'Hxz%—i—#k”mz%—l—2kw“m:%+2kﬁ

x:%—|—2kﬂ' ‘:vz%—”—l—2k7r”x=%

(@ =—3 4 2% |

Cwiczenie 5

Wstaw takie wyrazenie, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

x:%—|—2k7r’ m:% ‘ZE:2]€7TH:IZ:]€7TH:B:%+]€7T




Cwiczenie 6

Wszystkie rozwigzania réownania cos(% + zc) + cos(% — w) = % maja postac:

T = %+2kﬂ'lubx: % + 2k, gdzie k € Z

— I 4 2krlubz = % + 2km, gdziek € Z

o O O
[

z=—F +2krlubz = 3 + 2k, gdziek € Z

O z=%+2knlubz = — 13T 4 2k, gdziek € Z

Cwiczenie 7
Rozwiaz réwnanie sin 7z + cos? 2z = sin? 2z + sin .
Cwiczenie 8

Rozwiaz réwnanie: sin 2x - cos 6 = sin 3z - cos bx.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: R6zZne typy rownan trygonometrycznych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto:

6) rozwigzuje rownania i nierébwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wiekszym
niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1, 2sin’ z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
Uczen:

» przypomni sobie wszystkie typy wzorow trygonometrycznych, ktore poznaliSmy na
poprzedniejlekci;

e przypomni sobie, jak stosowac¢ poznane wzory do rozwigzywania rownan
trygonometrycznych roznych typow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza ucznioéw szczegotowo w temat lekcji: ,Rozne typy rownan
trygonometrycznych” i jej cele. Moze postuzyc sie wySwietlong na tablicy zawartoScig
sekcji ,Wprowadzenie”.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”
- ,Obejrzyj uwaznie animacje. Zwro¢ uwage na wzory, jakie wykorzystano do
przeksztalcenia postaci wyrazen wystepujacych w rownaniach.” Nastepnie prosi
uczniow, aby zapoznali si¢ z materiatem. Po ustalonym wczesSniej czasie pyta czy byty
watpliwosci z jego zrozumieniem i thumaczy je.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujga w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupetnia informacie.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:



i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,R0zne typy rownan trygonometrycznych”
i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
Rownania i nierownosci trygonometryczne
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania w temacie ,Ro0zne typy rownan
trygonometrycznych”.


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4246

