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W tym materiale przedstawimy sposoby, ktore wydajg sie¢ pomocne przy redakcji rozwigzan
zadan kombinatorycznych wymagajacych taczenia roznych warunkow. Prezentowane
przyklady oraz zadania do samodzielnego rozwigzania beda dotyczyly przede wszystkim
zapisu dziesietnego liczb naturalnych.

Twoje cele

e Zastosujesz poznane reguly kombinatoryczne w zadaniach, ktorych rozwigzanie
wymaga taczenia roznych warunkow.
e Analiza tresci zadania pozwoli Ci na rozpoznawanie kolejnych etapéw rozwigzania.

» Wyznaczysz ilo$¢ liczb spetniajgcych okreslone (ztozone) warunki.



Przeczytaj

W ponizszych przyktadach omowimy zadania dotyczace zliczania liczb naturalnych,
ktorych zapis dziesietny spetnia kilka okreSlonych w tresci warunkow.

Analizujgc te warunki bedziemy wyraznie rozrézniali kolejne etapy rozwigzania. Jesli
ponadto zauwazymy potrzebe podzielenia rozwigzania na rozne przypadki, to z zasady
bedziemy je rozwazali jako przypadki roztagczne parami.

Przyktad 1
Obliczymy, ile jest:

a) wszystkich liczb naturalnych oSmiocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero
i na dokiadnie trzech miejscach znajduja si¢ cyfry parzyste,

b) wszystkich liczb naturalnych siedmiocyfrowych, w zapisie ktorych na dokladnie
czterech miejscach stojg cyfry parzyste.

Rozwigzanie:
a) Zliczanie rozktadamy na dwa etapy:

(1) wybdr trzech miejsc dla cyfr parzystych, z oSmiu dostepnych w zapisie dziesietnym
rozpatrywanej liczby naturalnej oraz zapisanie takich cyfr na wybranych miejscach;
poniewaz kazdy wybor trzech miejsc z oSmiu to trzyelementowa kombinacja zbioru 8-
elementowego, wiec na podstawie twierdzenia o liczbie kombinacji stwierdzamy, ze

- . , 8 ,
takie trzy miejsca z oSmiu mozemy wybrac na ( 3> = 3,8—'5, = 56 sposobow.

Wtedy wszystkich mozliwosci rozmieszczenia cyfr parzystych na ustalonych miejscach
jest tyle, ile jest 3—elementowych wariacji z powtorzeniami czteroelementowego zbioru
cyfr parzystych, czyli 43 = 64.

Korzystajgc z reguty mnozenia stwierdzamy, ze w tym etapie jest

<§) - 43 = 56 - 64 = 3584 mozliwosci;

(2) zapisanie na pozostatych miejscach pieciu cyfr nieparzystych;

poniewaz wszystkich mozliwo$ci rozmieszczenia cyfr nieparzystych na pieciu
pozostatych miejscach jest tyle, ile jest 5-elementowych wariacji z powtorzeniami
piecioelementowego zbioru cyfr nieparzystych, wiec w tym etapie mamy 5% = 3125
mozliwosci.

Korzystajgc jeszcze raz z reguty mnozenia, obliczamy ostatecznie, ze wszystkich liczb
naturalnych o$miocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero i na dokladnie trzech
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8
miejscach znajduja si¢ cyfry parzyste jest <3) - 43 . 55 = 3584 - 3125 = 11200000.

b)
I sposab:
Rozrézniamy dwa rozigczne przypadki:
(1) na pierwszym miejscu zapisana jest cyfra parzysta,
« (2) na pierwszym miejscu jest cyfra nieparzysta.
W pierwszym przypadku zliczanie rozkltadamy na trzy etapy:
(1.1) wybor pierwszej cyfry — po odrzuceniu zera pozostaja nam 4 mozliwosci,
(1.2) wybdr 3 miejsc z pozostatych 6 w zapisie dziesietnym rozpatrywanejliczby
naturalnej, na ktorych zapiszemy kolejne 3 cyfry parzyste (mozna to zrobi¢ na (g) =20

sposobow) oraz zapisanie takich cyfr na ustalonych miejscach (co mozna zrobi¢ na
53 = 125 sposobow),
(1.3) zapisanie cyfr nieparzystych na pozostatych 3 miejscach - mozna to zrobi¢ na
53 = 125 sposobow.

6
Wynika stad, ze w tym przypadku jest 4 - ( 3) -53.53=4-20-125-125 = 1250000
liczb spetniajacych warunki zadania.

W drugim przypadku zliczanie rozkladamy rowniez na trzy etapy:

(2.1) wybor pierwszej cyfry - poniewaz mozemy tu zapisa¢ dowolna cyfre nieparzysta,
wiec mamy 5 mozliwosci,
(2.2) wybor 4 miejsc z pozostatych 6 w zapisie dziesietnym rozpatrywanejliczby

6
naturalnej, na ktorych zapiszemy 4 cyfry parzyste (mozna to zrobi¢ na ( 4> =15

sposobow) oraz zapisanie takich cyfr na ustalonych miejscach (co mozna zrobi¢ na
51 = 625 sposobow),
(2. 3) zapisanie cyfr nieparzystych na pozostatych 2 miejscach - mozna to zrobi¢ na
52 = 25 sposobow.
6
Oznacza to, ze w tym przypadku jest 5 - (4) -51.52 =5.15-625 - 25 = 1171875 liczb

spetniajgcych warunki zadania.

Korzystajgc z reguty dodawania obliczamy ostatecznie, ze wszystkich liczb naturalnych
siedmiocyfrowych, w zapisie ktorych na doktadnie czterech miejscach stojg cyfry
parzyste jest 1250000 + 1171875 = 2421875.



IT sposoéb:

Wypisujemy kolejno jedna za druga siedem cyfr, wybierajac kazda sposrod 10 mozliwych
(dopuszczamy 0 na pierwszym miejscu), przy czym na doktadnie 4 miejscach zapisujemy
cyfre parzysta. W trzech etapach obliczamy, ile jest tak okreslonych ciggow 7-
elementowych.

7
Mamy ( 4) = 4,7—'3, = 35 mozliwosci wyboru 4 miejsc dla cyfr parzystych, cyfry te na

ustalonych miejscach mozemy zapisa¢ na 5* = 625 sposobow, a na pozostatych 3
miejscach cyfry nieparzyste zapiszemy na 53 = 125 sposobow. Takich ciggéw o 7 cyfrach

jest zatem <1) -5%.53 = 35-625- 125 = 2734375.

Wsraod tych ciggow sg takie, w ktorych cyfra 0 zapisana jest na pierwszym miejscu.
W kazdym z nich na 3 sposrod kolejnych 6 miejsc znajdujg si¢ cyfry parzyste. Miejsce dla

6
nich mozna wybrac na < 3) = 3,6—'3, = 20 sposobow, zapisa¢ cyfry parzyste na tych

ustalonych 3 miejscach mozna na 5% = 125 sposobow, a zapisa¢ cyfry nieparzyste na

pozostatych 3 miejscach mozna réwniez na 5° = 125 sposobéw. Oznacza to, ze ciggow

6) - 53.5% =20-125- 125 = 312500.

z cyfrg 0 na pierwszym miejscu jest ( 3

Stad wynika, ze jest 2734375 — 312500 = 2421875 takich ciggébw 7-elementowych,

w ktorych pierwszg cyfra nie jest 0. Poniewaz kazdy taki cigg odpowiada wzajemnie
jednoznacznie liczbie 7-cyfrowej spetniajacej warunki zadania, wiec szukanych liczb 7-
cyfrowych jest 2421875.

Przyktad 2

Obliczymy, ile jest dziewigciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie dziesietnym
nie wystepuje zero, natomiast wystepuja trzy cyfry 7 i dwie cyfry 5.

Rozwigzanie:
Zliczanie rozkladamy na trzy etapy:

(1) wybor 3 miejsc sposrod 9 dostepnych w zapisie dziesietnym rozpatrywanejliczby
naturalnej dla trzech cyfr 7 i zapisanie tych cyfr na wybranych miejscach - mozna to

zrobi¢ na (g) = 3!’%%! = 84 sposoby,

(2) wybdr 2 miejsc sposrod pozostatych 6 dla dwoch cyfr 5 i zapisanie tych cyfr na

6
wybranych miejscach - mozna to zrobi¢ na ( 2) = %!4! = 15 sposobow,

(3) uzupetnienie kazdego z pozostatych 4 miejsc cyfra wybierang za kazdym razem
sposrod 7 dostepnych cyfr: 1, 2, 3, 4, 6, 8,9 - mozna to zrobi¢ na 74 = 2401 sposobow.



Korzystajgc z reguty mnozenia, obliczamy, ze wszystkich dziewieciocyfrowych liczb

naturalnych, w ktorych zapisie dziesietnym nie wystepuje zero, natomiast wystepuja trzy

cyfry 7 i dwie cyfry 5 jest (2) : <g> -7 =84-15- 2401 = 3025260.

Przyktad 3

Obliczymy, ile jest dziewigciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie dziesigtnym
wystepuja trzy cyfry 7 i dwie cyfry 5.

Rozwiazanie:
I sposab:

Rozpatrujemy trzy roztgczne przypadki ze wzgledu na pierwszga cyfre zapisu
dziesietnego liczby naturalnej speiniajacej warunki zadania:

« jesli jest to cyfra 7, to zliczanie rozktadamy na trzy nastepujace etapy:
(1) wybor 2 miejsc spoérod 8 dostepnych w zapisie dziesietnym rozpatrywanej liczby
naturalnej dla dwoch cyfr 7 i zapisanie tych cyfr na wybranych miejscach - mozna to

8
zrobi¢ na ( 2) = 2?—%, = 28 sposobow,

(2) wybor 2 miejsc sposrod pozostatych 6 dla dwoch cyfr 5 i zapisanie tych cyfr na

6
wybranych miejscach - mozna to zrobi¢ na < 2> = %!4! = 15 sposobow,

(3) uzupetienie kazdego z pozostatych 4 miejsc cyfrg wybierang za kazdym razem
sposrod 8 dostepnych cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9 — mozna to zrobi¢ na 84 = 4096
Sposobow,

Zatem w tym przypadku jest (S) : (g) .81 =28.15-4096 = 1720320 liczb

spetniajgcych warunki zadania;

« jesli jest to cyfra 5, to zliczanie rozkladamy na trzy nastepujace etapy:
(1) wybor 3 miejsc sposrod 8 dostepnych w zapisie dziesietnym rozpatrywanejliczby
naturalnej dla trzech cyfr 7 i zapisanie tych cyfr na wybranych miejscach — mozna to

8
zrobi¢ na ( 3) = 3?—;, = 56 sposobow,

(2) wybor 1 miejsca sposrod pozostatych 5 dla jednej cyfry 5 i zapisanie tej cyfry na
wybranym miejscu — mozna to zrobi¢ na 5 sposobow,

(3) uzupetienie kazdego z pozostatych 4 miejsc cyfrg wybierana za kazdym razem
sposrod 8 dostepnych cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8,9 - mozna to zrobi¢ na 8* = 4096
Sposobow.

8
Oznacza to, ze w tym przypadku jest (3) 5.8 =56-5-4096 = 1146880 liczb

spetniajacych warunki zadania;
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« jesli jest to cyfra niezerowa, rézna od 5 i r6zna od 7, to zliczanie rozktadamy na
cztery nastepujace etapy:
(1) wybor jednej cyfry sposrod dostepnych na pierwsze miejsce zapisu dziesietnego
- mozna to zrobi¢ na 7 sposobow,
(2) wybor 3 miejsc spoérod 8 dostepnych w zapisie dziesietnym rozpatrywanej liczby
naturalnej dla trzech cyfr 7 i zapisanie tych cyfr na wybranych miejscach - mozna to

8
zrobi¢ na ( 3) = 3§—'5, = 56 sposobow,

(3) wybor 2 miejsc sposrod pozostatych 5 dla dwoch cyfr 5 i zapisanie tych cyfr na

5! __

st5r — 10 sposobow,

5
wybranych miejscach - mozna to zrobi¢ na < 2> =

(4) uzupetienie kazdego z pozostatych 3 miejsc cyfrg wybierang za kazdym razem
sposrod 8 dostepnych cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9 — mozna to zrobi¢ na 8 =512
Sposobow.
Wynika stad, ze w tym przypadku jest

8 5
7. <3> . (5) - 83 =17-56-10-512 = 2007040 liczb spetniajacych warunki
zadania.

Wobec tego jest 1720320 + 1146880 + 2007040 = 4874240 wszystkich
dziewieciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie dziesietnym wystepuja trzy
cyfry 7 i dwie cyfry 5.

II sposoéb:

Wypisujemy kolejno jedna za druga dziewiec cyfr, wybierajac kazda sposrod 10
mozliwych (dopuszczamy 0 na pierwszym miejscu), przy czym na doktadnie 3 miejscach
zapisujemy cyfre 7 i na doktadnie 2 miejscach zapisujemy cyfre 5. W trzech etapach
obliczamy, ile jest tak okreslonych ciggow 9-elementowych.

(1) wybieramy 3 miejsca sposrod 9 dostepnych w ciagu dla trzech cyfr 7 i zapisujemy te
9
cyfry na wybranych miejscach - mozna to zrobi¢ na ( 3) = 3%! = 84 sposoby,

(2) wybieramy 2 miejsca spo$rod pozostatych 6 dla dwoch cyfr 5 i zapisujemy te cyfry na

6
wybranych miejscach - mozna to zrobi¢ na < 2> = %iu = 15 sposobow,

(3) uzupetniamy kazde z pozostatych 4 miejsc cyfra wybierang za kazdym razem sposrod
8 dostepnych cyfr: 0, 1,2, 3,4, 6, 8,9 - mozna to zrobi¢ na 8* = 4096 sposobow.

9 6
Oznacza to, ze jest <3> . (2) .81 =84 -15-4096 = 5160960 takich ciggow.
Wsrod rozpatrywanych powyzej ciggow sg takie, w ktorych cyfra 0 zapisana jest na
pierwszym miejscu. W kazdym z nich na 3 miejscach wybranych sposrod kolejnych 8
miejsc znajduje sie cyfra 7, na 2 miejscach wybranych sposrod pozostatych 5 miejsc



znajduje si¢ cyfra 5, a na kazdym z jeszcze niewypelnionych 3 miejsc mozna wstawic za
kazdym razem jedng sposrod 8 nastepujacych cyfr: 0,1, 2, 3, 4, 6, 8, 9.

Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy wigc, ze ciggow z cyfra zero na pierwszym

8 5
miejscu jest (3) : (2) - 8% =56-10- 512 = 286720.
Oznacza to, ze jest 5160960 — 286720 = 4874240 takich ciggow 9-elementowych,

w ktorych pierwszg cyfra nie jest 0. Poniewaz kazdy taki cigg odpowiada wzajemnie
jednoznacznie liczbie 9-cyfrowej spetniajacej warunki zadania, wiec szukanych liczb 9-
cyfrowych jest 4874240.

Przyktad 4

Obliczymy, ile jest wszystkich dwudziestocyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr
rownej 9, w ktorych zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie
jedna cyfra 3.

Rozwigzanie:
Z warunkow zadania wynika, ze mozliwe sg dwa nastepujace roztaczne przypadki:

e W zapisie dziesietnym rozpatrywanejliczby oprocz cyfr 2 oraz 3 jest jeszcze cyfra 4
oraz siedemnascie cyfr 0,

e oprocz cyfr 2 oraz 3 w zapisie dziesietnym rozpatrywanejliczby s3 jeszcze cztery
cyfry 1 oraz czternascie cyfr 0.

W pierwszym przypadku zliczanie rozktadamy na trzy etapy:

(1) wybdr jednej z trzech niezerowych cyfr do zapisania na pierwszym miejscu zapisu
dziesietnego rozpatrywanej liczby — mozna to zrobi¢ na 3 sposoby,

(2) wybor miejsca (sposrod 19 dostepnych) do zapisania kolejnej niezerowej cyfry -
mozna to zrobi¢ na 19 sposobow,

(3) wybdr miejsca (sposrod 18 dostepnych) do zapisania trzeciej niezerowej cyfry

i uzupetnienie kazdego z pozostatych miejsc cyfrg 0 - mozna to zrobi¢ na 18 sposobow.
Zatem w tym przypadku jest 3 - 19 - 18 = 1026 liczb speiniajgcych warunki zadania.

Drugi przypadek dzielimy na kolejne dwa roztaczne przypadki (ze wzgledu na pierwszg
cyfre zapisu dziesietnego):

o pierwsza cyfra rozpatrywanejliczby jest 2 lub 3;
w tym przypadku zliczanie rozkladamy na trzy etapy:
(1) wybor jednej z cyfr: 2 lub 3 do zapisania na pierwszym miejscu zapisu
dziesietnego rozpatrywanej liczby — mozna to zrobi¢ na 2 sposoby,
(2) wybor miejsca (spoérod 19 dostepnych) do zapisania drugiej z tych cyfr - mozna
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to zrobi¢ na 19 sposobow,
(3) wybor czterech miejsc (sposrod 18 dostepnych) do zapisania czterech cyfr 1
i uzupetnienie kazdego z pozostatych miejsc cyfra 0 - mozna to zrobi¢ na

18
(4) = 4!1.—?4! = 3060 sposobow.

18
Zatem przy tak ustalonych warunkach jest 2 - 19 - < 4 > =2-19-3060 = 116280

liczb.

pierwsza cyfrg rozpatrywanejliczby jest 1;

w tym przypadku zliczanie rowniez rozkladamy na trzy etapy:

(1) wybdr miejsca (sposrod 19 dostepnych) do zapisania cyfry 2 — mozna to zrobi¢ na
19 sposobow,

(2) wybodr miejsca (sposrod 18 dostepnych) do zapisania cyfry 3 — mozna to zrobi¢ na
18 sposobow,

(3) wybor trzech miejsc (sposrod 17 dostepnych) do zapisania trzech cyfr 1

i uzupetnienie kazdego z pozostatych miejsc cyfra 0 - mozna to zrobi¢ na

1
( 37) = 3,1—?4, = 680 sposobow.

17
Zatem przy tak ustalonych warunkach jest 19 - 18 - ( 5 > =19-18 - 680 = 232560

liczb.
Wobec tego w drugim przypadku mamy ogotem 116280 + 232560 = 348840
mozliwosci.

Na koniec sumujemy liczby mozliwosci otrzymane w omowionych powyzej przypadkach

i stwierdzamy, ze wszystkich liczb naturalnych spetniajgcych warunki zadania jest
1026 4 348840 = 349866.

Przyktad 5

Obliczymy, ile jest liczb naturalnych, ktére s3 mniejsze niz 10'° i ktorych iloczyn cyfr jest
rowny 125.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze:

« 125 = 5% co oznacza, ze w zapisie dziesietnym kazdej liczby spetniajacej warunki
zadania wystepuja trzy cyfry 5, a wiec rozpatrywac bedziemy liczby co najmnie;
trzycyfrowe,

« jezeli liczba speiniajgca warunki zadania ma w zapisie wigcej niz trzy cyfry, to kazda
z cyfr r6znych od 5 jest rowna 1,



« poniewaz liczba spetniajgca warunki zadania jest mniejsza niz 10'°, wiec moze byé¢
co najwyzej 9-cyfrowa.

Wynika stad, ze szukamy liczb k-cyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja 3 cyfry 5,
a pozostate k — 3 cyfr to cyfry 1, gdzie k = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Poniewaz miejsca do wstawienia trzech cyfr 5 w zapisie kazdej takiej liczby wyznaczymy

k
na ( 3) sposobow i wtedy na pozostatych rozmie$cimy cyfry 1, wiec wszystkich liczb
spetniajgcych warunki zadania jest tyle, ile jest rowna suma

(o)~ () + () + )+ (5)+ (6)+ ()

Korzystajac z reguty sumowania wspotczynnikow dwumianowych po gornym indeksie.

4

, 10
stwierdzamy, ze powyzsza suma jest rowna < ) = 41T06!! = 210.

Stownik
k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinaciji zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k <n
, jest rowna

(n) o (1) (n—k+)
k) = BwoRl = 12 .k

wariacja z powtorzeniami

k-wyrazowy cigg o elementach wybieranych dowolnie (czyli z powtorzeniami) ze zbioru
n-elementowego

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia polegajacego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k1 sposobow, druga
- na jeden z k2 sposobow, trzecia - na jeden z k3 sposobow i tak dalejdo n - tej
czynnosci, ktora moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k, sposobow, jest rowna

ki-ka-... - ky



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej prezentacja multimedialna.

Przeanalizuj zaprezentowane w niej rozwigzanie zadania, w ktérym nalezy ustali¢, ile jest
wszystkich oSmiocyfrowych liczb naturalnych, ktérych cyfry spetniajg jednoczesnie dwa
pewne warunki.

Polecenie 2

Oblicz, ile jest wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych nieparzystych, w ktérych
zapisie dziesietnym wystepuja co najwyzej cztery cyfry 5.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Rozpatrujemy wszystkie szesciocyfrowe liczby naturalne, w ktérych zapisie nie wystepuje

cyfra zero.
Wsraéd nich (wskaz wszystkie prawidtowe odpowiedzi):

jest 150000 liczb, w ktérych na doktadnie dwdéch miejscach stojg cyfry nieparzyste

jest 160000 liczb, w ktérych na doktadnie trzech miejscach stojg cyfry nieparzyste

O O o

jest 150000 liczb, w ktérych na doktadnie dwoch miejscach stoja cyfry parzyste

[ ] jest 160000 liczb, w ktérych na doktadnie trzech miejscach stoja cyfry parzyste

Cwiczenie 2 @)

Sposrdod wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie wystepuja

wytacznie cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 wyrdzniamy dwa zbiory:

A - zbidr tych liczb, w ktérych zapisie na doktadnie trzech miejscach stoja cyfry parzyste,

B - zbior tych liczb, w ktérych zapisie na doktadnie trzech miejscach stoja cyfry nieparzyste.
4] .

Wynika stad, ze liczba K

. . . 24
jest mniejsza od 37
jest wieksza od 0, 87125

jest wieksza od %

o O O O

jest mniejsza od 0, 78126




Cwiczenie 3

Rozpatrujemy wszystkie 57 - cyfrowe liczby naturalne o sumie cyfr rownej 6.
lle jest wérod nich takich liczb, ktore w zapisie dziesietnym majg wytacznie cyfry parzyste?

O 1597
O 1653
(O 1541

O 1652

Cwiczenie 4

Rozpatrujemy wszystkie naturalne liczby dziewieciocyfrowe, w zapisie ktérych moga
wystepowac wytacznie cyfry 1, 2, 3, 4.

Wsrdd nich wyrdzniamy:

A - zbiér tych liczb, w ktérych zapisie cyfra 1 wystepuje doktadnie 3 razy,

B - zbior tych liczb, w ktérych zapisie cyfry 1 oraz 2 wystepujg doktadnie po 2 razy,

C' - zbidr tych liczb, w ktérych zapisie wystepujg doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna
cyfral,

D - zbidr tych liczb, w ktérych zapisie wystepujg doktadnie cztery cyfry 4.

Uporzadkuj podane liczby od najmniejszej do najwiekszej.

| B| $

|A| $

| D| $

|C] =
Cwiczenie 5

Oblicz, ile jest wszystkich dziesieciocyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr réwnej 6,
w zapisie ktérych wystepuja wytacznie cyfry 0, 1, 3, 5.
Zakoduj ponizej kolejno cyfry setek, dziesigtek i jednosSci otrzymanego wyniku.

Odpowiedz: ’ ‘ ’ ‘




Cwiczenie 6

Rozpatrujemy wszystkie siedmiocyfrowe liczby naturalne, w ktérych zapisie doktadnie cztery
razy wystepuje cyfra 4.
WSsréd nich (wskaz wszystkie prawidtowe odpowiedzi):

[ ] jest 1710 liczb podzielnych przez 10
(] jest 5850 liczb nieparzystych
(] jest 5850 liczb parzystych
(] sa44 liczby podzielne przez 100
Cwiczenie 7 @

Oblicz, ile jest oSmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra zero,

natomiast wystepujg doktadnie trzy cyfry 5, doktadnie dwie cyfry 9 i suma wszystkich cyfr
jest rowna 41.

Odpowiedz: ] \ ] \ ] \ ]

Cwiczenie 8 @

Oblicz, ile jest liczb naturalnych, ktére sa mniejsze niz 103 ktérych iloczyn cyfr jest réwny
49.

Odpowiedz:




Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zliczanie obiektéw z podzialem na etapy (cyfry w liczbach)

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1. oblicza liczbe mozliwych sytuaciji, spetniajacych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacii,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego
modelu zliczania elementéw;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje poznane reguty kombinatoryczne w zadaniach, ktorych rozwigzanie wymaga
taczenia roznych warunkow,

 analizuje tresci zadania pozwoli Ci na rozpoznawanie kolejnych etapow rozwigzania,

e wyznacza ilos¢ liczb spetniajgcych okreslone (ztozone) warunki.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda kota i myszy.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcji w temacie: ,Zliczanie obiektow
z podziatem na etapy (cyfry w liczbach)”.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z treScig materiatu w sekcji ,,Prezentacja
multimedialna” Nastepnie na forum klasy wspoélnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z trescia sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie metoda kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekciji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawno$¢. Po dwoch nieudanych
probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow
odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,Zliczanie obiektéw z podziatlem na etapy (cyfry
w liczbach)” i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy



uczniow.
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
Liczba elementow zbioru skonczonego
Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,,Prezentacja multimedialna” do pracy
przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na
zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac zadania w temacie
»Zliczanie obiektow z podziatem na etapy (cyfry w liczbach)”
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