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Funkcje trygonometryczne tangensa podwojonego kata

- zastosowania do obliczen

| ’/ Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Znasz juz wzory na funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow oraz wzory na funkcje
trygonometryczne podwojonego kata. W tym materiale skupimy si¢ na wzorze na tangens
podwojonego kata. Za pomoca tego wzoru bedziemy mogli dowodzi¢ tozsamosci, obliczac
wartos$ci tangensa podwojonego kata, gdy znane sa funkcje trygonometrycznego
pojedynczego kata.

Twoje cele

» Nauczysz sie stosowac¢ wzor na tangens podwojonego kata do obliczania warto$ci
innych katow.

o Nauczysz si¢ stosowac¢ wzor na tangens podwojonego kata do dowodzenia
tozsamosci.




Przeczytaj

Zaczniemy od przypomnienia wzoréw na funkcje trygonometryczne podwojonego kata.
Twierdzenie: o funkcjach trygonometrycznych podwojonego kata

1. Dla dowolnych katéw a zachodzg wzory: sin 2a = 2sin « - cos ¢,
cos2a =2cos’a —1=1—2sin?a = cos® a — sin? a.

2. Dla takich 2ke;tc’)w a,ze a # + % ia# 5 + km, gdzie k € Z, zachodzi wzor:
tga

1-tg’a

tg 2a =

Przedstawimy kilka typowych zastosowan wzoru na tangens podwojonego kata.
Rozpoczniemy od przyktadu, w ktérym na podstawie tangensa kata wyliczymy tangens kata
podwojonego.

Przyktad 1
. ST . 2.3
Obliczymy tg 2a ,jezeli wiadomo, ze cosa = 5 i 5 < a < 2.
Rozwigzanie:
Poniewaz 2F < a < 27, zatem sina < 0.

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej obliczamy warto$c¢ sin a:

sina = —v1—cos?a=—y/1— 5 = —%.
Wykorzystamy tozsamoS$c¢ opisujaca tg a:

_ sina _ “3 _ A5
1:gO[_cosoz_ 2 2 -

A teraz, korzystajac ze wzoru na tangens podwojonego kata, otrzymujemy:

_29) v
tg2a = 1_(_4)2 = I

Stad dostajemy odpowiedz: tg 2o = 4V/5.
Przyktad 2
Obliczymy tg <, jezelitga =310 < a < Z.

Rozwigzanie:



javascript:void(0);

Zapiszemy wzOr w nastepujgcej postaci:

Podstawimy tg o = 2

3 2tg3

4 1-tg?s

Przeksztalcamy rownanie do postaci:
3(1-tg? ¢)=2tg &.
Podstawiamy x =tg 5. Otrzymujemy kolejno:

3,2
— 5 =2z

NS

3 -3z =8¢z

3z° +8z—3=0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:
A =64+ 36 =100

z=ylubz=-3

Za x wstawiamy z powrotem tg 5
tg%:%lubtg%=—3

Poniewaz 0 < a < 7, zatemtg § = %

Przyktad 3

. o . . o ° —2&((12-‘1-1)2
Niech tg7" = a. Uzasadnimy, ze tgld" — tg28" = =y sar) -

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na tangens podwojonego kata obliczamy tg 14 °:

o 2tg7° o 2a
tgld” = 2T Toa

Wiedzac, ile jest rowny tg 14° oraz korzystajac ze wzoru na tangens podwojonego kata,
obliczamy tg 28°:

2a
o 2tgl4d” 1-a2 o
tg28 = P d 1_( - )2 =
1—a?




132 _ 4a(1-e?) 4a(1-a?) - 4a(1-a?)
1-—42 7 (1-a?)?—4a>  (1-a’-2a)(1-a’+2a) — (a®+2a—1)(a®—2a-1)"

(-

Obliczamy ostatecznie roznice tangensow:

. o a 4a(1—a?
tgl4” — tg28° = 24 — (a2+2a—(1><a2—)2a—1> B

2a(a2+2a—1)(a2—2a—1)—4a(1—a2)2 o 2a(a4—6a2+1—2+4a2—2a4)
(1—a?)(a24+2a—1)(a2—2a—1) - (1—a?)(a*—6a®+1)

. 2a(—a4—2a2—1) —2(1(0,24—1)2
— (1-a?)(a*—6a2+1) — (1—a?)(a*t—6a2+1)

A to nalezalo wykazac.

Przyktad 4

1t8a .oqt tozsamosci
1-tgt o J -

Uzasadnimy, ze roOwnosc¢ sin 2o + tg 2a =

Rozwigzanie:

Zapiszmy zatozenia:

cos2a # 0,1 —tgta # 0.

Korzystamy ze wzoru na sinus podwojonego kata i tangens podwojonego kata:

. _ 2tga 2tga
L = sin2a + tg2a = o — %o

Wytaczamy wspolny czynnik przed nawias i sprowadzamy do wspolnego mianownika

1 1 o 1—tg2a 1+tg2a
2tga(1+tg2a + 1—tg2a) o Ztga(l—tg4a + 1-tg*a

i sprowadzamy wyrazenie do prawej strony rOwnosci

2tgaﬁ:P

Zatem rOwnosSc¢ jest tozsamoscig.

Stownik

jedynka trygonometryczna

2

dla dowolnego kata o zachodzi réwnos¢ sin® a + cos? a = 1



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIHOzmcuK

Film nawigzujacy do tresci dotyczacej funkcji trygonometrycznych.

Polecenie 2
Wartos¢ wyrazenia tg 15° + 2tg 22,5° jest réwna:

O V8—-+V3+1
O V8-+v3-1

O V3-v2

O V/8—+3

Polecenie 3

Wyrazenie —&7% _ iest réwne:
Y 275 —1 '

O 2-43
O ¥ -1
O V3-2

e
O 1-%



https://zpe.gov.pl/a/D1H0zmcuK

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Jezelitga = %, to tg 2a jest réwny
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Cwiczenie 2

Jezelitg 2a = % i0 <a< g,totgajest rowny
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Cwiczenie 3

Potacz w pary wyrazenia o tej samej wartosci:

tg96°

1—tg296°

2tg13°

1-tg?13°

2tg39°

tg239°—1

tg 66°

tg266°—1

%tg48°
1tg12°
tg102°

tg 206°



Cwiczenie 4

Wstaw w puste pole takie wyrazenie, aby otrzymana rowno$¢ byta tozsamoscia.

1 1
sin o + tgoe L)
ot [ | [ |

Cwiczenie 5

Oblicz tg(a + 2B), jezelitga = 1 itg 8 = 3.

O 2

O 3

O 1
Cwiczenie 6

sin 2a4-cos 2ar _|
sin 2a—cos 2o |

B S O A A
75 )| 7T )| T3 || 5B

Cwiczenie 7

Jezelitga = 2, to

I
w[ro

Oblicz tg 2z, jezeli sin(z + 30°) + sin(z — 30°) = 2v/3 cos .



Cwiczenie 8

1
. ., et . : .
Udowodnij, ze podana réowno$¢ ——==— = 1 jest tozsamoscia.

tga - tg2a




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje trygonometryczne tangensa podwojonego kata - zastosowania do
obliczen

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5. korzysta z wzorow na sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzor na tangens podwojonego kata do obliczania wartosci innych katow.
 stosuje wzor na tangens podwojonego kata do dowodzenia tozsamosci.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Funkcje trygonometryczne tangensa podwojonego
kata - zastosowania do obliczen” oraz celow lekcji, a nastepnie okreslenie kryteriow
sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metoda tekstu przewodniego analizujg przyktady przedstawione w sekcji
~Przeczytaj. Ewentualne watpliwosci wyjasniane sg na forum klasy.

2. Nauczyciel wySwietla zawartoSc¢ sekcji ,Animacja”, wybrany uczen czyta tresS¢ polecenia
nr 1, Obejrzyj uwaznie animacje, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenia”. Po
zaznajomieniu si¢ z treSciami nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia,
najwazniejsze etapy realizacji polecenia.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwiazaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

o Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Funkcje trygonometryczne tangensa podwojonego kata -
zastosowania do obliczen”.



