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Zrédto: this is engineering Raeng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Funkcja liniowa znajduje wiele zastosowan. Mozemy wykorzystywac ja do modelowania
(czyli matematycznego opisywania) wielu zjawisk, w ktorych zachodzg proste zaleznosci
takie jak na przyktad ruch, ktory opisujemy za pomocg predkosci, dlugosci pokonywanej
drogi oraz czasu, w jakim ruch si¢ odbywa. Wszystkie sktadowe ruchu wptywaja na siebie
wzajemnie, co w matematyce okreslamy proporcjonalnoscia.

Inne przykiady, wykorzystania funkcji liniowej, to cho¢by obliczanie ceny tacznej

w zaleznosci od ilo$ci produktu, zuzycie zwirku w zaleznosci od liczby kotow w domu, czy
obliczanie liczby zjedzonych przez psa smakotykow w danym okresie, w zaleznosci od
liczby i dlugosci spacerow, na jakie go zabieramy.

Spektrum zastosowan funkciji liniowej do opisywania otaczajacej nas rzeczywistosci jest
bardzo szerokie i w znajdowaniu dla niej zastosowan ogranicza nas tylko nasza wyobraznia.

Dodajmy nawiasem, ze przedstawianie zjawisk za pomocg funkcji liniowej jest zwykle
uproszczonym modelem rzeczywistosci. Na przyktad opisujgc za jej pomoca ruch, nie
bierzemy pod uwage wielu aspektow majgcych wptyw na ruch takich jak ilos¢ zakretow, to,
czy kierowca zatrzymywat si¢, aby przepuscic¢ kogos przez ulice, nie bierzemy pod uwage
mozliwosci pojazdu, nawierzchni, ktora raczejnie jest jednolita w ciggu trwania ruchu,

a takze warunkow pogodowych. Jesli chwile sie zastanowimy, zauwazymy, ze kierowca
najprawdopodobniej pokona w innym czasie te sama droge tym samym pojazdem w czasie



stonecznego dnia i w czasie gradobicia, a jednak w zadaniach nie bierzemy pod uwage
pogody, poniewaz badamy zjawisko ruchu ogolnie, usredniajgc je. Oczywiscie nie chodzi tu
o zubozenie opisu zjawiska. Uproszczony model ma za zadanie przyblizy¢ je na podobnej
zasadzie, jak na przyktad srednia ocen ucznia.

Twoje cele

» Zastosujesz wlasnosci funkciji liniowejw zadaniach z kontekstem praktycznym.

o Wykorzystasz wiasnosci funkciji liniowej do matematycznego modelowania
rzeczywistosci.

e Porownasz ze sobg parametry mierzone za pomocg dwoch roznych funkciji

liniowych opisujacych jeden problem.



Przeczytaj

Przyktad 1

Zalezno$¢ pomiedzy drogg s a czasem t, jaki jest potrzebny na jej przebycie w ruchu
jednostajnym po linii prostej, jest zaleznoscig liniowa:

s = ut,
gdzie wspotczynnik proporcjonalnosci v to predkosc.
Przyktad 2

W pewnym przyblizeniu mozemy powiedzie¢, ze podatek dochodowy jest funkcja
osiagnietego dochodu, bowiem danemu dochodowi D w ustalonym roku mozemy
przypisa¢ w jednoznaczny sposob odpowiadajacy mu podatek P. Oznaczmy przez K
roczng kwote wolng od podatku. Jezeli wszyscy ptatnicy indywidualni ptacg w ramach
obowiazku podatkowego ten sam procent p od dochodu osiagnietego ponad kwote wolng
od podatku, to zachodzi wzor:

P=2-(D-K)

i mamy do czynienia z podatkiem liniowym. Jego nazwa bierze si¢ stad, ze zaleznos¢
miedzy D i P jest zaleznoScig liniowg. Wzor ten dokladniej przeanalizujemy w kolejnym
przyktadzie.

Wazne!

W rzeczywistosci system podatkowy jest bardziej skomplikowany chociazby ze wzgledu
na rozmaite ulgi podatkowe takie jak zwolnienie z ptacenia podatkow przez osoby do 26
roku zycia, odliczenie od kwoty naliczonego podatku sktadki zdrowotnejw wysokosci
7,75% , czy wiele innych ulg, ktore mozemy odlicza¢ od podatku. W kolejnych
przyktadach i zadaniach bedziemy jednak rozwazac¢ uproszczony model, w ktorym

w gruncie rzeczy dochod i podstawe obliczenia podatku mozna utozsamiac.

Przyktad 3

W wielu krajach osoby o wyzszych dochodach ptaca wyzsze podatki od zarobkow powyzej
pewnejkwoty. W Polsce w 2022 roku wyroznia si¢ dwa progi podatkowe. Dochody
ponizej 120000 zt rocznie obtozono podatkiem w wysokosci 17%, a powyzej tej kwoty 32%
. Ponadto, kwota wolna od podatku wynosi 30000 zt rocznie.

Dodatkowo, w pierwszym i w drugim progu podatkowym odejmujemy tzw. kwote
zmniejszajacg podatek, ktora wynosi 5100 z} (kwota ta wynika stad:



javascript:void(0);

30000 zt - 17% = 5100 z}).

Aby lepiej zrozumiec istote kwoty pomniejszajacej podatek, obliczymy (w modelu
uproszczonym), ile podatku zaptaci osoba, ktéra zarobita w poprzednim roku 200000 zt.

Osoba wpada w drugi prog podatkowy, wiec podatek jaki zaptaci wyniesie:
120000 - 0,17 — 5100 + (200000 — 120000) - 0, 32 = 20400 — 5100 + 25600 = 40900.

Mozemy obliczy¢ podatek rowniez inaczej, dzielgc catkowity przychod na progi. Wtedy
nie bedzie trzeba odejmowac kwoty zmniejszajacej podatek.

Oznaczmy tez dla utatwienia kwote catkowitg przychodu jako x, cze$¢ nieopodatkowang
tej kwoty jako z, czeS¢ wpadajaca do pierwszego progu podatkowego jako x; oraz czesc
wpadajacg do drugiego progu podatkowego jako xs.

Oczywiscie zachodzi: * = zy + x1 + T».

Wyobrazmy sobie 200000 z jako 0§, na ktorej zaznaczamy cztery punkty: punkt
poczatkowy 0, punkt 30000, punkt 120000 i punkt 200000. Dzielg one oS na trzy odcinki
o dtugosciach: 30000, 90000 i 80000. Odcinek pierwszy reprezentuje nieopodatkowang
cze$¢ dochodu, odcinek drugi reprezentuje cze$¢ dochodu opodatkowang na 17%,

a odcinek trzeci cze$¢ opodatkowang na 32%. Czyli zgodnie z naszymi oznaczeniami
mamy trzy odcinki o nastepujacych diugosciach:

zo = 30000 — 0 = 30000,

x1 = 120000 — 30000 = 90000,

xy = 200000 — 120000 = 80000.

20 = 30000 21 = 90000 29 = 80000
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Jest to bardziej skomplikowany przypadek z Przyktadu 2. Tutaj rowniez korzystamy ze
wzoru P = & (D — K), przy czym réznica w nawiasie to nasze dtugosci odcinkoéw na
osi. Zatem w warunkach naszego zadania wzor ten wyglada tak:

P=f K+ %-(D1 - K)+ % (D2 — (D1 — K) — K),

przy czym P - to kwota naleznego podatku,

po =0,
p1 = 17,
p2 = 32,

K = 30000,



D; = 120000,
D, = 200000.

W takim modelu nie potrzeba odejmowac¢ kwoty zmniejszajgcej podatek. Przesledzmy
kolejne kroki rozwigzania.

1. Od kwoty 30000 zt osoba ta nie zaptaci podatku.

2. W pierwszym progu mamy do rozliczenia 90000 z} - jest to drugi odcinek na osi.
Zatem
90000 zt - 17% = 15300 zt

3. Reszta kwoty rozliczana jest w drugim progu podatkowym bez dodatkowych ulg.
80000 zt - 32% = 25600 z}

Zatem osoba zaptaci 0 zt + 15300 zt + 25600 zt = 40900 z} podatku.

Lub tez, korzystajac ze wzoru:

P = % - 30000 + %(120000 — 30000) + 13—020(200000 — (120000 — 30000) — 30000) =
=0 + 5= - 90000 + —=- - (200000 — 120000 + 30000 — 30000) =

= 0+ 15300 + % - 80000 = 0 + 15300 + 25600 = 40900.

W rezultacie, jesli przez z oznaczymy podstawe obliczenia podatku (wyrazona w ztotych),
a przez P(z) nalezny od niej podatek w roku 2022, to okaze sie, iz funkcje P(x) opisac
mozemy za pomoca ponizszej tabeli.

Progi podatkowe Naliczon
(przychod catkowity) v Obliczenia Kwota podatku [z}
podatek
k2
0 - 30000 0% xo- 0 0
30000 - 120000 17% z9-0+2-0,17 0-15300
120000 i wzwyz 32% xg-0+x-0,17+25-0,32 | 15300 + 0, 32z,

Funkcja P(z), mimo ze sama nie jest funkcjg liniowg, to jednak w kazdym z wypisanych
wyzej przedzialow dana jest przez zaleznos¢ liniowg, a jej wykres ztozony jest z dwoch
odcinkow i polproste;j.
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Powyzszy wykres funkcji opisa¢ mozemy nastepujacym uktadem réwnan:

( 0, dla < 30000
0,17 - z — 5100, dla 30000 < z < 120000.
0,32 - (z — 120000) — 15300, dla z > 120000

Jak mozemy zauwazy¢, funkcja liniowa w tym przypadku rozbija si¢ na trzy przedziaty.
Zatem im bardziej ztozony problem, tym bardziej ztozony nasz model.

Przyktad 4

Korzystajac z tabelki z przyktadu 3, obliczymy, ile wynosi w roku 2022 w Polsce nalezny
podatek od podstawy obliczenia podatku réwnej 36789 zt.

Rozwigzanie:

Liczba 36789 jest mniejsza od 120000 i wigksza od 30000, zatem wpada do pierwszego
progu podatkowego. Rozbijmy wiec odpowiednio kwote przychodu.

z = o + 1 = 30000 + 6789

Zatem wiemy juz, ze opodatkowana kwota to x; = 6789.
Obliczmy teraz jak opodatkowanie przedstawia si¢ w catoSci.
W ogo6lnosci mamy:

P(z) = P(zg+ 1) =0-29+ 0,17 - 2.

Podstawmy do powyzszego rownania dane z zadania.

P(36789) = P(30000 + 6789) = 0-30000 + 0,17 - 6789 = 0 + 1154,13 = 1154,13



| Odpowiedz: Nalezny podatek wynosi 1154, 13 zt.

Stownik
wspotczynnik proporcjonalnosci

stata a € R\ {0} bedaca ilorazem dwoch zmiennych z i y, o ktorych mowi sie, ze sg
wprost proporcjonalne lub ze zachodzi miedzy nimi proporcjonalnos¢ prosta, co
zapisujemy nastepujgco

- Y
a’_a:



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Uwaga! Pytania zwigzane z podatkiem dotycza systemu podatkowego z przyktadu 3 z sekgji
,Przeczytaj”.

Test

Zastosowania funkgji
liniowej

Liczba pytan: Limit czasu: Twoj ostatni wynik:

5 15 min -

‘ Uruchom

Polecenie 2

Wioélarz, ptynac ze stata predkoscia z pradem rzeki, przebyt droge z punktu A do punktu B
w czasie 1 godziny. Podréz powrotna zajeta mu 1, 5 godziny. Znajdz stosunek predkosci
wioslarza (wzgledem wody w rzece) do szybkosci nurtu rzecznego.

Polecenie 3

Jeden stop zawiera ztoto z miedzig w stosunku 2 : 3, a drugi w stosunku 2 : 1. lle nalezy wzigc

kazdego stopu, aby otrzymac 32 g stopu, w ktérym stosunek ztota do miedzi bedzie réwny
1:1?




Polecenie 4

W pewnym panstwie kwota wolna od podatku wynosi 3600 € rocznie, a podatek jest rowny
15%. Reformatorzy proponuja, aby kwote wolna od podatku znie$¢, a podatek obnizy¢ do
10%.

a) Okresl funkcje f oraz g, ktére miesiecznym zarobkom w wysokosci x € przypisuja roczny
podatek (wyrazony w euro) odpowiednio w systemie zreformowanym i niezreformowanym.

b) Naszkicuj wykresy funkcji f oraz g w przedziale (0, 1000).

c) Oblicz, ile trzeba miesiecznie zarabia¢, by po reformie ptacic¢ nizszy podatek.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Franek, jadac caty czas z ta sama predkoscia, przejechat z miasta A do miasta B w czasie 2

godzin i 20 minut. Gdyby jechato 5 kTm szybciej, pokonatby te odlegtos$¢ w czasie krétszym o
35 minut. Jak szybko jechat? Wynik podaj z doktadnoscig do 1 kTm

v= T

Cwiczenie 2 @)

Jaki podatek nalezatoby zaptaci¢ od dochodu rocznego 46780 zt, gdyby obowigzywat tylko
jeden typ podatku p = 20%, przy czym kwota wolna od podatku bytaby réwna 6000 z}?

Nalezatoby zaptaci¢ podatek w wysokosci zt.

Cwiczenie 3

Jeden stop zawiera ztoto z miedzig w stosunku 1 : 2, a drugi w stosunku 3 : 4. lle nalezy wzigc
kazdego stopu, aby otrzymac¢ 50 g stopu, w ktérym stosunek ztota do miedzi bedzie réwny
2:3?

Nalezy wzig¢ 15 g pierwszego stopu i 30 g drugiego.

Nalezy wzig¢ 20 g pierwszego stopu i 35 g drugiego.

Nalezy wzig¢ 20 g pierwszego stopu i 40 g drugiego.

o O O O

Nalezy wzig¢ 15 g pierwszego stopu i 35 g drugiego.




Cwiczenie 4

Na podstawie tabeli z Przyktadu 3 z sekcji "Przeczytaj" oblicz wysokos¢ podatku ptaconego
dla podstawy obliczenia podatku rownej 85528 zt. Sprawdz, czy wzory
Pi(z) = 0,32z — 12529, 94 oraz P;(z) = 0,18z — 556, 02 daja taka sama odpowiedz.

Nie

Nie

o O O

Tak, 19204, 30

() Tak, 14839, 02

Cwiczenie 5

Ztotnik ma dwa stopy ztota ze srebrem, jeden proby 400, a drugi préby 300. lle musi wzigé
kazdego ze stopdw, aby otrzymac 40 g stopu préby 312, 5?

Wazne!

Proba jubilerska to zawartos¢ ztota w stopie z innymi metalami wyrazona w odniesieniu do

1000 jednostek stopu, np. proba 960 oznacza, ze stop zawiera 96% czystego ztota.

10 g stopu préby 400 i 30 g stopu préby 300.

2 g stopu proby 400 i 30 g stopu préby 300.

8 g stopu préby 400 i 23 g stopu proby 300.

o O O O

5 g stopu proby 400 i 35 g stopu proby 300.



Cwiczenie 6

W porannym konkursie telewizyjnym wystepuja dwuosobowe druzyny kucharzy amatoréw.
W druzynie A jest dwdch aktordéw, z ktérych kazdy obiera 50 ziemniakow na godzine. Druzyna
B skfada sie z dwoch dziennikarzy, z ktérych jeden obiera 60 ziemniakdw na godzine, a drugi -
42. W konkursie trzeba w jak najkrotszym czasie obra¢ 100 ziemniakéw. Kto wygra konkurs,
jesli:

a) zawodnicy kazdej druzyny mogg jednoczesnie obierac ziemniaki;

b) kazdy zawodnik obiera po 50 ziemniakéw, przy czym drugi zawodnik druzyny zaczyna
obierac¢ ziemniaki dopiero od momentu, gdy pierwszy z zawodnikow tej druzyny skonczyt
obiera¢ swoje 50 ziemniakéw?

Jesli zawodnicy kazdej druzyny moga
jednoczesnie obierac ziemniaki wtedy dziennikarze.
wygraja

Jesli zawodnik moze zaczac¢ obierac
swoje 50 ziemniakéw po tym, gdy
poprzedni zawodnik skoriczy obierac
swoja pule wtedy wyegraja

aktorzy.

Cwiczenie 7 @

Do jednego wypetnionego do potowy wodg szesciennego pojemnika o polu podstawy

1000 cm? wtozono kilogram ztota o gestosci 19,3 C;Iflg, a do drugiego, takiego samego
wtozono kilogram srebra o gestosci 10, 5 C—Iiy. Oblicz, o ile centymetrow podnidst sie poziom
wody w obu przypadkach.

2 cm & 0,0518 cm

32 cm ~ 0,0952 cm



Cwiczenie 8

Wedtug anegdoty Archimedes zostat
poproszony przez wtadce Syrakuz

o sprawdzenie, czy jego korona zostata istotnie
w catosci wykonana ze ztota, czy tez raczej ze
stopu srebra ze ztotem. Archimedes miat
dokonac pomiaru w nastepujacy sposob:
Najpierw zanurzyt w naczyniu z woda korone
i zaznaczyt poziom wody. Nastepnie wyjat
korone i zanurzyt w wodzie pewng ilos¢
czystego ztota wazacego doktadnie tyle co
korona. Rdznica poziomdéw okazata sie na tyle
wyrazna, ze ztotnik zostat oskarzony

o oszustwo. Gdyby bowiem korona byta

w istocie wykonana z czystego ztota, to
miataby te samg objetos¢, co wtozone po nigj
do wody ztoto, a w konsekwencji w obu
przypadkach woda podniostaby sie do tego
samego poziomu. Przyjmij, ze korona wazyta

Zrédto: dostepny w internecie: www.wikipedia.org, domena
publiczna.

okoto 1 kg i miata $rednice 20 cm. Zatéz tez, ze stop, z ktérego ja wykonano, zawierat co

najmniej 30% ztota. Jaka powinna by¢ doktadno$¢ pomiaru poziomu wody w odpowiednim

naczyniu, by mozna byto odrézni¢ korone ,fatszywa" od wykonanej z czystego ztota? Czy

anegdota jest prawdopodobna?



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowania funkcji liniowej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedziatach);

2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykreséw, wzordw itp.,
rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédta informacji lub kilku zrodet
jednoczesnie;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje rozne zastosowania funkcji liniowe;j,

» uzywa funkcji liniowej do matematycznego modelowania rzeczywistosci,

e porownuje ze sobg parametry mierzone za pomocg dwoch roznych funkciji liniowych
opisujacych jeden problem.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pracaz ekspertem;
» metoda kota i myszy.

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
e e-podrecznik,

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel przedstawia uczniom temat i wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria
sukcesu.

o Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg poznane pojecia zwigzane funkcjg
liniowg.

Faza realizacyjna:

» Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocg, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

e Uczniowie w parach wykonujg ¢wiczenia nr 1-7 w sekciji ,Sprawdz sie¢” metodg kot
i mysz. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigzac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnosc.
Po 2 nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej
- role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje sie kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

o Uczniowie indywidualnie rozwigzujg test samosprawdzajacy.
e Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:



» Uczniowie rozwigzujg polecenia znajdujace si¢ w sekciji ,Test samosprawdzajacy”.
Materialy pomocnicze:

» Przyklady zastosowania funkciji liniowej. CzeSc¢ 1
» Przyklady zastosowania funkciji liniowej. Czgsc¢ II

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ test samosprawdzajacy na lekcji poswieconej zastosowaniom
wiadomosci o funkcji liniowej w zadaniach z kontekstem realistycznym.
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