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Nie tylko matematykow interesuja miary katow w czworoscianie. Wiadomo, ze czgsteczka
metanu CH, ma ksztalt czworoscianu foremnego, w ktorym atomy wodoru znajduja sie

w wierzchotkach, a atom wegla znajduje si¢ w punkcie przecigcia wysoko$ci czworoScianu
foremnego.



Interesujace jest pytanie, jaki kgt tworzg wigzania atomowe pomiedzy atomem wegla
i dwoma atomami wodoru?

Twoje cele

e Obliczysz miary katow pomiedzy odcinkami w czworoScianie.
» Obliczysz objetosci czworo$cianu.



Przeczytaj

Znasz juz katy pomiedzy odcinkami, pomiedzy odcinkiem i ptaszczyzng oraz pomiedzy
dwiema ptaszczyznami w ostrostupie. Ponizej przedstawimy przyktady wyznaczenia katow
pomiedzy odcinkami w czworoscianie.

Najpierw zajmiemy si¢ czworo$cianem foremnym, czyli takim ostrostupem, w ktérym
podstawa i Sciany boczne s3 trojkgtami rownobocznymi. Przypomnijmy, ze wysokos¢
trojkata rownobocznego o boku dtugosci a wynosi h = “T‘/g Wysokosci w tym trojkacie
przecinaja sie w jednym punkcie, ktory dzieli wysokosci w stosunku 2 : 1.

Przypomnijmy, ze korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, mozna wyprowadzi¢ wzor na

wysoko$¢ czworoécianu foremnego H = =5 8 gdzie a to dtugos¢ krawedzi czworoécianu.

Jednym z pierwszych pytan, jakie mozna sobie zadac, jest pytanie o kat pomiedzy krawedzia
boczng a krawedzig podstawy lub kat pomiedzy dwiema krawedziami bocznymi. Jednak

w przypadku czworos$cianu jest to pytanie o katy w trojkatach, ktore sa Scianami bocznymi
czworoscianu. W szczegolnosci w czworoscianie foremnym mamy do czynienia

z trojkgtami rownobocznymi, wiec katy te sg rowne 60°. Ciekawsze beda pytania o katy
pomiedzy krawedzig boczng a wysoko$cig czworoscianu, czy kgt pomiedzy wysokosciami
czworos$cianu.

Przyktad 1
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Wyznaczymy miare kata pomiedzy krawedzig boczng a wysokoscia czworoscianu
foremnego.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku.
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Wysoko$¢ czworoscianu ABC'D wynosi H = oraz wysoko$¢ podstawy ABC jest

3
rowna h = 4 3 Ponadto |AE| = 2h =% 3 Kat « jest katem pomiedzy krawedzia

boczna a wysoko$cig czworo$cianu. Z trojkata prostokatnego AE D otrzymujemy:

_lABl % w3 3 V3 VB _ 33 _ V3o
tgo = 15z = azs— 3 o Ve~ 6 — 6 — 2 ~0,707.

W tablicach wartosci funkcji trygonometrycznych sprawdzamy, ze a ~ 35°.

Przyktad 2

Wyznaczymy cosinus kata pomiedzy wysokoscig czworoscianu foremnego a wysokoscia
Sciany boczne;j.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku.
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Wysokos$¢ czworoscianu ABCD wynosi H = =5= oraz wysoko$¢ Sciany h = =5 3 Kat o

jest katem pomiedzy wysokosScia Sciany bocznej a wysokoscig czworoscianu. Z trojkata
prostokagtnego DEF otrzymujemy:
G _
_ H _ _ a6 2 _ 2/18 _ 2V2
COSO‘—T—G33_G3'G\/§— 9 — "3 -

2

W czworosScianie foremnym wysokoSci przecinajg si¢ w jednym punkcie. Twierdzenie to
nie jest prawdziwe dla dowolnego czworoscianu (zastanow si¢ nad przyktadem
czworoScianu, ktorego wysokosci nie przecinajg sie w jednym punkcie). Zanim przejdziemy
do wyznaczenia miary kata, jaki tworzg wysokosSci czworoScianu foremnego (kata
utworzonego przez wigzania atomu wegla z atomami wodoru), obliczymy, w jakim stosunku
punkt przecig¢cia wysokosci dzieli te wysokosci.

Przyktad 3

Wyznaczymy stosunek, na jaki dzieli kazda z wysokosci czworos$cianu foremnego punkt
ich przeciecia.

Rozwigzanie

Poprowadzmy wysokosci z wierzchotkéw A i D. Punkt przeciecia wysoko$ci oznaczmy
przez H.




A
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Wiemy, ze wysoko$¢ czworoS$cianu wynosi H = “3=, a wysokos¢ trojkata
rownobocznego h = “23 .Stad |DG| = %h = ‘IT‘/E Ponadto cos a = % = 27‘/5

Z tréjkata prostokatnego DG H otrzymujemy

a3
cosa = 126 —
[DH] [DH]°
czyli
aV3 a3
‘.DH‘ _ 3 _ 3 _ a\/g
T cosa 22 T 4
3
Poniewaz

[EH| = |DE| - |DH| = 4% — % = 4

wiec

/5
IDH| _ 7 _ 3
|EH]| /5 :

Punkt przeciecia wysokosci w czworo$cianie foremnym dzieli te wysokosci w stosunku
3:1.

Ciekawostka

Stosunek, w jakim punkt przecigcia wysokosci czworo$cianu foremnego dzieli kazdg
z nich, mozna wydedukowa¢ bez odwotywania si¢ do trygonometrii. Czworo$cian
foremny ABCD dzielimy na cztery identyczne czworo$ciany: ABCH, ABDH, ACDH



i BCDH. Objeto$c¢ kazdego z takich czworo$cianow jest rowna jednej czwartej objetosci
czworo$cianu ABCD. Poniewaz podstawami wszystkich czterech czworoScianéw sg
przystajace trojkaty, wiec wysoko$¢ czworoscianow ABCH, ABDH, ACDH i BCDH
jest rowna jednej czwartej wysokosci czworoscianu ABCD. Stad |[EH| = %H i

|DH| = 3 H,czyli |[EH| = +|DH|.

Ciekawostka

Jesli w czworo$cian foremny wpiszemy kule, to jej promieniem jest odcinek EH.
Promieniem kuli opisanejna czworos$cianie foremnym jest odcinek DH.

Przyktad 4

Dany jest czworoscian foremny ABCD. Niech H bedzie punktem przecigcia si¢
wysokosci tego czworo$cianu. Wyznaczymy miare kata AH D.

Rozwigzanie

Wprowadzmy oznaczenia takie jak na rysunku.

A
Poniewaz punkt przeciecia wysokos$ci czworo$cianu dzieli je w stosunku 3 : 1, wiec

|IDH| = |AH| = 3H = “T*/E. Stosujac twierdzenie cosinuséw do trojkata ADH,
otrzymujemy:

|AD|> = |AH|* + |DH|* — 2|AH| - |DH| cosa

R CORICORECO P



a? =32 4 3¢ 9.3 cosq
3’Ta2cosoz:‘q’T‘“2—a2
?’T‘J”Qcosozz—%2
cosaz—%-

Sprawdzamy w tablicach funkcji trygonometrycznych, ze sin(19, 5°) ~ %, wiec
a~90" +19,5° =109,5".

Obliczylismy - katy miedzy wigzaniami w czasteczce metanu maja miare okoto 109,5°.
Przyktad 5

W czworoscianie ABCD dane s dlugosci krawedzi |[AC| = 1, |BC| =1, |CD| = 2. Kat
ptaski pomiedzy krawedzig AC i BC wynosi 120°. Natomiast katy ptaskie pomiedzy
krawedziami BC i CD oraz AC i CD majg miare 60°. Obliczymy pole powierzchni
catkowitej tego czworo$cianiu.

Rozwigzanie

SporzadZzmy rysunek pomocniczy do tego zadania.

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ACD:
|AD|* =12 422 -2.1-2co0s60° =3

|AD| = /3.
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Poniewaz tréojkaty AC'D i BCD sg przystajace (cecha bkb), wiec
|BD| = /3.

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC:"

|AB? =124+12—-2.1-1cos120° =3

|AB| = V3.

Wyznaczamy pola trojkatow:

V3)'V3 .
Paapp = ( 2 = 3Z/3aPAACD = Papcp = % -1-2sin60° = @

Paspo =+ -1-1-sin120° = 23

Pole catkowite wynosi:

P=38 1. Y3 4 V5 _9/3

Stownik
czworoscian

ostrostup, ktorego podstawag jest trojkat; kazda z czterech Scian czworo$cianu moze by¢
uwazana za jego podstawe

kat ptaski

czeS¢ plaszczyzny ograniczonej dwiema potprostymi o wspolnym poczatku wraz z tymi
poOtprostymi




Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z apletem przedstawiajagcym czworoscian. Przyjrzyj sie uwaznie kagtom pomiedzy
wysokoscig czworoscianu a jego krawedziami. Ocen ich miary i zakres, z ktérego pochodza.
Poruszajac myszka na ilustracji, mozesz obserwowacé poszczegdlne katy w czworoscianie

z roznej perspektywy. Zastanéw sie, jakimi funkcjami trygonometrycznymi zaznaczonych

katdw mozna opisac zaleznosci krawedzi bocznych od wysokosci.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DE3ix7Wle

Polecenie 2

Dtugo$¢ wysokosci czworo$cianu ABC' D wynosi H. Katy pomiedzy wysokoscia
czworoscianu ED a jego krawedziami AD, BD i C'D maja miare a, £ i 7y, odpowiednio.

Wyznacz sume odlegtosci punktu E od wierzchotkéw tréjkata ABC.


https://zpe.gov.pl/a/DE3ix7WIe

Polecenie 3

W czworoscianie ABC D dane s3 dtugosci jego krawedzi |AD| = a, |BD| = bi |CD| = c.
Katy pomiedzy wysokos$cig czworosécianu ED a jego krawedziami AD, BD i C' D maja miare
a, i+, odpowiednio. Uzasadnij, ze

acosa = bcos 3 = ccosH.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzupetnij luki w tekscie jednym z zamieszczonych okreslen.

W czworoscianie foremnym trzy katy pomiedzy wysokosciag czworos$cianu a jego krawedziami

‘ réozne ’ ‘ 30° ’ ‘ rowne ’ ‘ Istnieje ’ ‘ moga miec rézne ’ ‘ maja rowne ’ ‘ 60° ’

‘ maja rézne ’ ‘ 45° ’ ‘ Nie istnieje ’ ‘ 90° ’

Cwiczenie 2 ®

Wohisz poprawng odpowiedz.

W czworoscianie ABCD krawedz boczna AD jest dwukrotnoscig wysokosci DE.

Kat o pomiedzy wysokos$cia DFE, a krawedzig boczna AD wynosi

Cwiczenie 3

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym dtugos$¢ krawedzi podstawy wynosi 3. Krawedzie
boczne tego czworos$cianu majg dtugos¢ 2. Jakie miary maja katy pomiedzy wysokoscia
czworoscianu a krawedziami bocznymi ?




Cwiczenie 4

Czy istnieje czworoscian, ktorego trzy katy pomiedzy krawedziami bocznymi maja
odpowiednio miary 119°,120° i 121°?

Cwiczenie 5

W czworoscianie ABC D krawedz AD jest prostopadta do krawedzi AB i AC. Wiedzac, ze
krawedzie AB, AC, AD i BC maja taka samg dtugos$¢, wyznacz kat pomiedzy krawedziami
BDiCD.

Cwiczenie 6

Objetos$¢ czworoscianu ABCD jest réwna V/, a pole jego podstawy ABC wynosi P. Katy
pomiedzy wysoko$cig czworoscianu ED a jego krawedziami AD, BD i C'D maja miare o, B
v, odpowiednio. Suma dtugosci krawedzi bocznych tego czworos$cianu wynosi:

(O 35 (sine + sin B + sin~y)

3V 1 1 1
O T(cosa + cos B + cosv)

O 3¥(cosa + cos B+ cos )

Cwiczenie 7 @

W czworoscianie ABC D o podstawie ABC dane sa dtugosci krawedzi |AC| = a, |BC| = b
i |[CD| = c. Wyznacz, dla jakiego kata pomiedzy krawedziami AC' i BC oraz kata pomiedzy
krawedzig C'D a wysokoscig czworoscianu objetosc tego czworoscianu bedzie najwieksza.
Oblicz ta objetosc.

Cwiczenie 8 @

Dany jest czworoscian foremny ABC D. Niech E bedzie spodkiem wysokos$ci opuszczonej
z wierzchotka D, a punkt F' $srodkiem odcinka AD. Wyznacz sinus kata AF'E.



Dla nauczyciela

Autor: Adrian Karpowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy pomiedzy odcinkami w czworoS$cianie.

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum lub technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje katy pomiedzy odcinkami w czworoscianie,

 oblicza miary katow pomiedzy odcinkami w czworoScianie z zastosowaniem
Twierdzenia Pitagorasa, wlasnosci trojkata rownobocznego, funkcii
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokatnym, Twierdzenia cosinusow
oraz Twierdzenia sinusow,

 stosuje wlasnosci czworoscianu foremnego,

 analizuje roznice pomiedzy czworoscianem foremnym a czworoscianem, ktory nie jest
foremny,

« oblicza objetos¢ czworoscianu z zastosowaniem trygonometrii.

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajca,
e burza mozgow,
e pokaz.



Formy pracy:

e pracaw parach,
» pracaindywidualna,
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputer z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
e e-podrecznik.

Przebieg lekcji:
Faza przed lekcja:

1. Przed lekcja uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji Przeczytaj. Zapisujg swoje
uwagi do tekstu.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prowadzi rozmowe z uczniami na temat materiatu zamieszczonego w sekcji
Przeczytaj.

2. Zostajg wyjasnione wszelkie watpliwosci, jakie pojawily si¢ podczas lektury tego tekstu.
Nauczyciel tak prowadzi rozmowe, aby uczniowie nawzajem wyjasniali sobie swoje
watpliwosci.

Faza realizacji:

1. Nauczyciel prezentuje aplet z GeoGebry, w ktorym przedstawione sg katy pomiedzy
wysokoscig a krawedzig boczng czworos$cianu. Uczniowie zastanawiajg si¢ w parach
nad rozwigzaniem Polecenia 2 i Polecenia 3. Wybrane osoby prezentujg rozwigzania.

2. Uczniowie samodzielnie wykonujg zadanie 1-3. Nastepnie na forum klasy s3 omawiane
rozwigzania.

3. Cala klasa zastanawia si¢ nad rozwigzaniem zadania 7 i 8. Pomysty prezentowane sg na
forum klasy. Przedstawione zostaja rozwigzania tych zadan

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowanie tematu lekcji. Omoéwienie ewentualnych pytan dotyczacych
omawianego materiatu.

Praca domowa:
Rozwigza¢ ¢wiczenia 4-6 w sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:



» Czworoscian foremny
» Katy pomie¢dzy ptaszczyznami i prostymi oraz pomiedzy ptaszczyznami w ostrostupie
prawidtowym czworokatnym

Wskazowki metodyczne:

Aplet moze by¢ wykorzystany podczas omawiania budowy i wlasnosci ostrostupow.


https://epodreczniki.pl/a/czworoscian-foremny/D15UcVmIz
https://epodreczniki.pl/b/katy-pomiedzy-plaszczyznami-i-prostymi-oraz-pomiedzy-plaszczyznami-w-ostroslupie-prawidlowym-czworokatnym/PYciVulKf

