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Zrédto: Sonja Rieck Pixabaysti, domena publiczna.

W kazdy wielokat foremny da si¢ wpisa¢ doktadnie jeden okrag, czyli inaczej mowiac,
kazdy wielokat foremny jest opisany na pewnym okregu. Podobnie w kazdy trojkat,
takze taki, ktory nie jest foremny, da sie wpisac¢ okrag i okrag ten jest wyznaczony
jednoznacznie. MOwigc o mozliwoSci wpisania okregu myslimy o takim okregu, ktory
jest styczny do kazdego z bokow danego wielokata. W przypadku czworokatow
istnienie okregow wpisanych nie dotyczy wszystkich figur o czterech bokach -
potrafimy na przyklad wpisa¢ okragg w kazdy romb, czy szerzej w kazdy deltoid, ale nie
da sie tego zrobi¢ w przypadku dowolnego rownolegtoboku niebedgcego rombem.
Kryterium, ktore pozwala rozstrzygnac istnienie okregu wpisanego w dany czworokat
jest prosta konsekwencja zasadniczego twierdzenia planimetrii.

Twoje cele

e Udowodnisz twierdzenie o okregu wpisanym w czworokat.

e Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.
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Przeczytaj

Przypomnijmy, ze odcinki dwoch stycznych poprowadzonych do danego okregu

z punktu P lezacego zewnatrz okregu, wyznaczone przez punkt P i punkty stycznosci,

sq sobie rowne. Oto zasadnicze twierdzenie planimetrii:

AP| = |BP|

Powyzszy fakt wykorzystamy dla dowodu ponizszych dwoch twierdzen, ktore podaja

warunki koniczne i wystarczajgce, by w dany czworokat mozna byto wpisac okrag.

Twierdzenie: warunek konieczny, by czworokat mozna byto opisa¢ na okregu

Jesli czworokat jest opisany na okregu, to sumy dtugos$ci przeciwlegltych bokow

tego czworokata sg sobie rowne.

Dowad

Rozwazmy czworokat ABC'D opisany na okregu. Niech punkty P, @), R, S beda
odpowiednimi punktami stycznosci okregu i bokow danego wielokata, jak na

rysunku.
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Wtedy z twierdzenia o odcinkach stycznych mamy: |AP| = |AS|, |BP| = |BQ)|,
|CQ| = |CR|,|DR| = |DS|.

Poniewaz: |AB| = |AP| + |BP
|AD| = |AS| + |DS|, wiec

BC| = |BQ| +1CQ

CD| = |CR| + |DR]| oraz

1 )

|AB| + |CD| = (|AP| + |BP|) + (|CR| + |DR|) =

= (|AS[+[BQ|) + (ICQ| + |DS]) =

= (1BQ| + |CQI) + (|AS| + |DS]) = [BC| + [AD|

Co nalezalo udowodnic.

Twierdzenie: warunek wystarczajacy, by czworokat mozna byto opisac¢ na okregu

Jezeli w czworokacie wypuklym sumy dtugosci bokow przeciwleglych sg sobie

rowne, to istnieje okrag wpisany w ten czworokat.

Dowod



Rozwazmy czworokat ABC D spehiajgcy warunek |AB| + |CD| = |BC| + |AD)|
i rozwazmy okrag styczny do bokow AB, AD i CD - okrag taki oczywiScie
istnieje, a jego srodek jest jednoznacznie wyznaczony przez punkt przeciecia si¢
dwusiecznych katow BAD i ADC. Odpowiednie punkty styczno$ci oznaczymy
przez P, R, S.

Przypu$c¢my, ze bok BC nie jest styczny do tego okregu. Wtedy mozna byloby
z punktu B poprowadzi¢ styczna do danego okregu, ktora wyznaczytaby na
prostej C'D punkt E rézny od punktu C' (zapoznaj si¢ z rysunkiem).

Jak wida¢ na rysunku, dowod przeprowadzimy w przypadku, gdy punkt E lezy
miedzy punktami D i C' (w przypadku, gdyby punkt C'lezal migdzy punktami D i E
, dowdd przebiegatby analogicznie). Z warunku koniecznego dla czworokgta
ABED opisanego na okregu mieliby$my, ze |AB| + |ED| = |BE| + |AD|.

Ostatnia rownos¢ wraz zalozeniem pozwalajg zapisa¢ uktad rownan:

{|AB| +|CD| = |BC| + |AD|
|AB| + |ED| = |BE| + |AD|



Odejmujac stronami rownania uktadu mamy: |CD| — |ED| = |BC| — |BE|, czyli
|EC| = |BC| — |BE|.Stad |EC| + |BE| = |BC|.

OtrzymaliSmy rownos$¢ sprzeczna z nierowno$cia trojkata, dla trojkgta BCE, co
dowodzi, ze nasze przypuszczenie, iz bok BC nie jest styczny do okregu jest
falszywe. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowod.

Przyktad 1

Rozwazmy czworokat ABCD opisany na okregu o Srednicy 4, w ktoérym |AB| = 4
,|BC| = 3,|CD| = 5, jak na rysunku.
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Obliczymy stosunek pola danego czworokata do pola kota wpisanego w ten

czworokat.

OczywiScie pole Pg kota jest rowne P = 4.

Z twierdzenia o czworokacie wpisanym w okragg wynika, ze
|AB| + |CD| = |BC| + |AD|, czyli4 + 5 = 3 + |AD|. Stad |AD| = 6.



Zauwazmy, ze prowadzgc odcinki ze srodka okregu do wierzchotkow czworokata
dokonamy jego podzialu na trojkaty, ktorych podstawy sg bokami czworokata,
a wysoko$ciami poprowadzonymi na te podstawy sg promienie okregu (kota)

wpisanego, jak na rysunku.
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Zatem pole czworokata P4pcp mozna wyrazic, jako sume pol odpowiednich
trojkatow, czyli Papcp = 5|AB| -7+ +|BC|-r+ 5|CD| -7+ +|AD| - r =

(|AB|+|BC|+|CD|+|AD|)-r
2 .

Stad Papep = w = 18, a stosunek pol jest rowny —P‘}E;D = % = 2—%r.

W przykiadzie wykazaliSmy, ze pole czworokgta opisanego na okregu jest rowne
potowie obwodu tego czworokata przez dtugos¢ promienia okregu wpisanego.
Pozostaje zauwazyc¢, ze ta wlasnosc¢ dotyczy kazdego wielokgta wypuklego,

w ktory mozna wpisac okrag.

Przyktad 2

Przejdzmy teraz do klasycznej geometrii, czyli geometrii cyrkla i linijki. Zajmiemy

sie konstrukcjg czworokata, ktory da sie opisac na okregu. Przyjmijmy, ze mamy



dane odcinki a, b, c rowne kolejnym bokom czworokgta oraz kat a rowny katowi

miedzy bokiem a i czwartym, nieznanym bokiem czworokata.

Etapy konstrukcji.

1. Na prostej odktadamy sume odcinkoéw a + ¢, a nastepnie od jednego
z koncow odejmujemy odcinek b. W wyniku otrzymamy odcinek d rowny

dtugosci czwartego boku czworokata.

2. Na prostej odkladamy odcinek a, a nastepnie odkladamy kat o w taki sposob,
by jedno z ramion zawierata odcinek a a wierzchotkiem kata byl jeden

z koncow tego odcinka.

3. Z wierzcholka kata, na drugim ramieniu odkladamy odcinek d - w wyniku

otrzymujemy trzy wierzchotki konstruowanego czworokata.

4. Dla dokonczenia konstrukcji pozostaje z tych wierzchotkow, ktore nie sa
wierzchotkiem kata o wykresli¢ tuki odpowiednio rowne bi ¢, az do ich

przeciecia.

Zauwazmy, ze warunkiem wykonalno§ci konstrukcji jest, by suma b 4 c byla

dtuzsza od odleglosci wierzchotkow lezgcych na ramionach kata a.




Stownik
zasadnicze twierdzenie planimetrii
twierdzenie, ktore orzeka, ze odcinki dwoch stycznych poprowadzonych do

danego okregu z punktu P lezgcego zewnatrz okregu, wyznaczone przez punkt P

i punkty stycznoSci, sg sobie rowne




Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Ustal potozenie wierzchotkdéw czworokata opisanego na okregu,
a nastepnie wybierz polecenie ,Dtugosci bokow”. Odczytaj dtugosci bokow
czworokata. Porownaj sumy dtugosci przeciwlegtych bokéw dla réznych potozen
wierzchotkow.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /D13VSNGKO

Polecenie 2
Korzystajac z danych widocznych obok rysunku w aplikaciji, oblicz pola trojkatéw, na

jakie podzielony zostat czworokat. Oblicz sume pdl powstatych tréjkatow i poréwnaj

z polem czworokata. Wyjasnij ewentualne réznice (o ile istniejg).

Polecenie 3

Boki czworokata opisanego na okregu o promieniu 2 maja dtugosci |AB| = 8,
|BC| =5, |CD| = 2,|AD| = 5. Oblicz pole tego czworokata.



https://zpe.gov.pl/a/D13VSNGKO

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Dtuzsza podstawa A B trapezu rownoramiennego ABC'D opisanego na okregu

o promieniu 3 jest réwna 18. Oblicz pole trapezu.

Cwiczenie 2 ©
W deltoidzie ABC D krotszy bok ma dtugosc 4, a dwa przeciwlegte katy majg miary

odpowiednio 60° i 120°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten deltoid.

Cwiczenie 3 ¢
Cwiczenie 4 C
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

Przeprowadz konstrukcje czworokata, ktéry mozna opisa¢ na okregu, majac dany bok a
, katy wewnetrzne o, 3, ktérego ramiona zawierajg dany bok a oraz  trzeci kat tego

czworokata .

Cwiczenie 7 @
Na okregu o promieniu 5 opisano trapez, ktérego ramiona maja dtugosci: |AD| = 12, 5,

|BC| = 10, 3. Wyznacz dtugos¢ krotszej podstawy tego trapezu.

Cwiczenie 8 @



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Cztapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag wpisany w czworokat

Grupa docelowa:

IIT etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIII. Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje wiasnosci katow wpisanych i Srodkowych;

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, Srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz

korzysta z ich wlasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto stosuje wlasnosci czworokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

e kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji



e kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
e kompetencje cyfrowe

e kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:
Uczen:

e stosuje pojecie wielokata opisanego na okregu
e stosuje twierdzenie o czworokacie opisanym na okregu
e stosuje zasadnicze twierdzenie planimetrii

e przeprowadza dowody geometryczne
Strategie nauczania:

e konstruktywizm

e konektywizm
Metody i techniki nauczania:

e dyskusja

e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy pracy:

e praca indywidualna
e praca w grupach

e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:



e komputery z dostepem do internetu,
e projektor multimedialny,

e arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia wielokgta foremnego i omowienie
zagadnienia istnienia okregow wpisanego w taki wielokat i opisanego na takim
wielokacie. Prosi o zdefiniowanie pojecia wielokgta opisanego na okregu, takze
w kontekscie wypuklo$ci takiego wielokgta. Prosi o podanie przyktadow
czworokatow, ktore mozna opisac na okregu oraz takich, dla ktorych okrgg

wpisany nie istnieje.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prezentuje przygotowany wczesniej rysunek czworokgta opisanego
na okregu, na ktorym odpowiednie odcinki stycznych, o takiej samej dlugosci,
zaznaczono innym kolorem. Nastepnie prosi uczniow o sformutowanie
twierdzenia ustalajgcego warunek konieczny, by czworokat mozna byto opisa¢ na
okregu. Te faze mozna zastapic lub polgczy¢ z uruchomieniem dotgczonego

apletu Geogebry i wykonaniem zamieszczonych w nim polecen.

2. Nastepnie uczniowie, po kierunkiem nauczyciela przeprowadzajg dowod

sformutowanego twierdzenia.

3. Nauczyciel zadaje pytanie dotyczace prawdziwosci twierdzenia odwrotnego.
Zwraca uwage na zatozenie dotyczgce wypuklosci figury i podaje przykiad, ze jest
on istotny. Nastepnie nauczyciel przypomina schemat dowodu ,nie wprost”

i rozpoczyna dowod. W momencie, gdy formuluje przypuszczenie, ze czwarty bok
nie jest styczny do okregu prosi, by uczniowie w parach podjeli probe
dokonczenia dowodu. Po krotkiej chwili prosi wybranego ucznia, by zapisat

dowod na tablicy. Zwraca uwage na potozenie poszczegolnych punktow



wzgledem koncow odcinka i formalng konieczno$¢ rozwazenia dwoch
przypadkow.

4. Nauczyciel prezentuje problem opisany w Przykladzie 1. Moze w tym miejscu
ponownie odwotac si¢ do apletu Geogebry. Podkresla, ze metode obliczania pola,
jako iloczynu potowy obwodu przez dtugo$¢ promienia mozna uog6lni¢ na

wielokat o dowolnej liczbie bokow.

5. Nauczyciel formutuje problem dotyczgcy konstrukcji opisanej w Przykladzie 2.

Prosi uczniow o przeprowadzenie konstrukgji i dyskusje jej wykonalnosci

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac

umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych

elementow, jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

1. Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne,

ktore nie zostaty wykonane w czasie zajec.

Wskazowki metodyczne:

Mozna zastosowac¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna wykorzystac

przy realizacji tematu o wiasnosciach czworokatow opisanych na okregu.



