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/] Réwnanie okregu w postaci ogolinej
A

Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Co wspodlnego w matematyce maja jednowymiarowa hipersfera oraz elipsa o rownych
potosiach? Definiuja one w szczegdlny sposob okrag, rozumiany potocznie jako brzeg kota.
W trakcie tejlekcji zajmiesz si¢ rownaniem okregu w postaci ogolnej. Wykorzystasz w tym
celu zdobytg wczesniej wiedze dotyczacq rownania okregu w postaci kanoniczne;j.

Twoje cele

» Dowiesz sig, jak przedstawi¢ rownanie okregu w postaci ogolne;.

» Nauczysz sig, jak na podstawie rownania okregu w postaci ogolnej obliczy¢
wspotrzedne jego srodka oraz dtugo$¢ promienia.

o Wykorzystasz rownanie okregu w postaci ogolnej do rozwigzywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Okregiem o $rodku w punkcie O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktow
plaszczyzny, ktorych odlegtosci od punktu O sg rowne dlugo$ci promienia r.

Roéwnanie okregu na plaszczyznie mozemy zapisa¢ w postaci kanoniczne;.
Juz wiesz

Posta¢ kanoniczng réwnania okregu zapisujemy nastepujgco:

(z —a)® + (y — b)* = 2, gdzie S = (a, b) - $rodek okregu oraz r - promien okregu.

Rownanie okregu w postaci kanonicznej mozemy sprowadzi¢ do nastepujacej postaci
(poprzez wykonanie dziatan i uporzadkowanie):

z2 — 2ax +a® + 17 — 2by + b = r?

Odejmujgc nastepnie stronami wyraz 72, otrzymujemy:
z? — 2ax +a® + 1> — 2by + b2 — 12 = 0.
Porzadkujac, otrzymujemy:

2 —2ax +a®+y? —2by+ b2 —r2 =0.

Oznaczmy teraz ¢ = a® + b — r2,

Otrzymamy wyrazenie, ktore nazywamy postacig ogolng rownania okregu:

z? +y? — 2ax — 2by + ¢ = 0, gdzie a, b,c € R.

Jezelic = a? + b% — r2, to

r?=a?+b —c

Zatem promien okregu obliczamy ze wzoru r = Va2 + b2 — ¢, przy czymr > 0.

Z dziedziny pierwiastka oraz warunku, ze r > 0 otrzymujemy nieréwnos¢: a® + b > c.

Zauwazmy, ze jezeli wykonamy podstawienie A = —2a i B = —2b, to posta¢ ogdlng
rownania okregu mozemy zapisac jako:

x2 + 12 + Az + By + C =0, przy czym r = %\/A2 + B? — 4C oraz $rodek okregu
S = (a,b).

| Przyktad 1


javascript:void(0);

Wyznaczymy Srodek i promien okregu o rOwnaniu:
r? +9? —dx+2y—1=0.

Odwotlujac sie do postaci ogolnej rownania okregu, z podanego rownania mozemy
odczytat, ze —2a = —4, —2b =2 orazc = —1.

Otrzymujemy:a = 2,b = —1,¢ = —1.

Zatem $rodek okregu ma wspotrzedne S = (2, —1).

Promien okregu wynosi: r = \/22 + (1) (-1)=+v4+1+1=+6.

Przyktad 2

Zapiszemy posta¢ ogolng okregu o srodku w punkcie S = (3, —2) i promieniu r = 3.
Zauwazmy, ze dane sga = 3ib = —2 orazr = 3.

Warto$¢ wspotezynnika c obliczymy ze wzoru ¢ = a? + b — r2,
Zapisujemy zatem: ¢ = 3% 4 (—2) — 32.

Stad ¢ = 4.

Po podstawieniu do rownania okregu otrzymujemy:

r?+1y? —6zx+4y+4=0.

Przyktad 3

Wyznaczymy réwnanie okregu w postaci ogolnej, jezeli konce jego srednicy to punkty
A = (-1,5) oraz B = (5, 3).

Zauwazmy, ze $rodek odcinka AB jest sSrodkiem zadanego okregu.
Oznaczmy S = (a, b) - $rodek okregu.

Wykorzystamy wzor na $rodek S odcinka o koncach A = (z1,y,) oraz B = (z3,ys):

5= (242, 24m)

Po podstawieniu do wzoru mamy S = (=52, 242) = (2,4).

Zatema =2ib = 4.
Dlugos¢ promienia r jest rowna potowie dlugosci srednicy AB.

Dlugos¢ odcinka o koncach A = (1, y;) oraz B = (x4, ys) obliczamy ze wzoru:



|AB| = \/(932 —21)" + (v — y1)°

Zatem

r=1/(-1-57+(5-3)* = 1v36 +4=v10

Obliczamy wartos¢ wspotczynnika c.
2
¢ =224 42~ (VI0) =10

Otrzymane wartosci wspotczynnikow podstawiamy do rownania okregu w postaci
ogolne;j.

Otrzymujemy réwnanie: z2 + y> — 4z — 8y + 10 = 0.
Przyktad 4

Wyznaczymy, dla jakich warto$ci parametru m rownanie 2 + y* — 4z + 4y +m = 0
przedstawia okrag.

Z rébwnania mozemy odczyta¢, ze —2a = —4, —2b = 4 oraz ¢ = m.
Zatema = 2,b = —2orazc = m.

Po podstawieniu do wzoru na r otrzymujemy: 7 = v/4 + 4 — m = /8 — m.
Poniewaz r > 0, zatem 8 — m > 0.

Rownanie przedstawia okrag dlam € (—oo, 8).

Przyktad 5

Wyznaczymy, dla jakich warto$ci parametru m rownanie 2 + y> —m? —m + 12 =0
przedstawia okrag.

Z podanego rownania otrzymujemy warunki:
—2a=0i—-2b=0orazc=—m? —m + 12.
Zatema = 0,b = 0orazc = —m2? —m + 12.

Podstawiamy otrzymane warto$ci do wzoru na promien r okregu.

Stadr = y/—(—m2 —m +12) = Vm?2 + m — 12.

Poniewaz r > 0, zatem m? +m — 12 > 0.



Obliczamy:
A=12—-4-1-(—12) =1+48 =49

VA =1

my = —12—7 — 4
me = —12-‘1-7 — 3

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior m € (—oo, —4) U (3, 00). Dla tych wartosci
parametru m, zadane réwnanie przedstawia okrag.

Stownik

postac¢ ogdlna rownania okregu

z? 4+ 1% — 2ax — 2by + ¢ = 0, gdzie r = Va2 + b2 — ¢, przy czym r > 0 oraz $rodek
okregu S = (a,b)



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie wykonaj polecenie.
Polecenie 2

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 22 + y2 — 6z + 8y + m? = 0 przedstawia okrag?




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Promien okregu z2 + y2 — 62 — 2y + 4 = 0 ma dtugosc:

O 2
O 6

O V6

Cwiczenie 2
Potacz w pary réwnanie okregu z odpowiadajacym mu srodkiem S:

22+ 9> —6y+5=0 S =(0,3)

2?4+t +4x—2y—4=0 S =(1,2)

22 +y2 -2z —4y—1=0 S =(-1,0)

2+ +22—-4=0 S=(-2,1)
Cwiczenie 3

Réwnanie z2 + y2 — m? + 1 = 0 przedstawia okrag dla:

() me(—1,00)

(O me (—oo0,—1)U(1,00)

O m e (_171)




Cwiczenie 4

Utéz w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie zadania: wyznacz rownanie okregu w postaci

ogdlnej, jezeli jego $rodek S = (—1, 3) oraz promien r = 4.

Jezeli wykorzystamy rownanie okregu w postaci ogélnej:
x? +1y? — 2azx — 2by + c = 0, to:

2+ +2c—6y—6=0
a=-1,b=3,r=4

?+y*—2-(-1)z—2-3y—6=0

korzystajac ze wzoru c = a’® + b — r? mamy

c=(-1)4+32-42=1+9-16= -6

Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby:

Srodkiem okregu o réwnaniu 22 4+ ¢> — 10z — 2y + 17 =0

..............

114

14

214

114

O



Cwiczenie 6
Pogrupuj elementy zgodnie z podanym opisem:

Réwnania, ktore przedstawiajg okrag na ptaszczyznie:

m2+y2+10:0’

x2+y2—20:0]

x2+y2—2w—2y+220’

Roéwnania, ktore nie przedstawiajg okregu na
ptaszczyzZnie: 2+ +6x=0 ’

:132—|—y2—6y—|—11:0’

:132—|—y2—2y—3:O’

Cwiczenie 7 @

Okrag o $rodku S = (2, —5) i promieniu r = 4 przedstawia réwnanie:
O 22+y*—4z+10y—13=0
O 2?4+ y*+4x—10y+13=0

O 22+ —4x+10y+13=0



Cwiczenie 8
Uzupetnij rozwigzanie zadania:

Wyznacz réwnanie okregu, jezeli do koficdw jego Srednicy naleza punkty A = (3, —2) i
B =(-3,6).

Rozwigzanie:

Wyznaczamy dtugo$¢ $rednicy: |AB| = \/(—3 — 3)2 + (6 + 2)2 :‘ ’

Zatem dtugosc promienia wynosi ‘ ’

Srodek okregu jest érodkiem odcinka AB, zatem:
S = (0,

’) Otrzymujemy, zea = 0i b :‘ ’

Obliczamy wartoé¢ wspétczynnika ¢ ze wzoru ¢ = a? + b2 — r?

Zatem c :‘ ’

Po podstawieniu do rownania okregu w postaci ogdélnej otrzymujemy:

> +y* —4y—21=0.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie okregu w postaci ogolnej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 1) stosuje réwnanie okregu w postaci ogoélnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e znarownanie okregu w postaci ogolnej;
» potrafi wyznaczy¢ srodek i promien okregu na podstawie rownania w postaci ogolnej;
o wykorzystuje rownanie okregu w postaci ogolnej do rozwigzywania zadan

Z parametrami.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,,Infografika” i ¢wiczenia
interaktywne;
 objasnienie nowejwiedzy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e e-podrecznik.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwiazanych z tematem. Czego si¢
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedng wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnejWybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzujg i na nastepnejlekcji porownuja wyniki.



Materialy pomocnicze:
» Kotai okregi
Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Infografika” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Rownanie okregu

w postaci ogolnej'’.
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