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Zrodto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

W prezentowanym materiale omowimy zagadnienia zwigzane z walcem wpisanym

w graniastostup. Te sytuacje mozemy poréwnac do proby wywiercenia okragtego otworu

w klocku o ksztalcie graniastostupa. Przekonamy sie¢ o tym, ze nie w kazdy graniastostup
mozna wpisa¢ walec, w taki sposob, aby podstawy walca byly kotami wpisanymi w podstawy
graniastostupa. Wykorzystamy znane twierdzenia dotyczace trojkatow, czworokgtow i figur
foremnych.

Materiat ten wykracza poza podstawe programowa i jest ciekawym uzupetnieniem
wiadomosci o brylach.

Twoje cele

» Wymienisz wlasno$ci graniastostupow opisanych na walcu.
 Zastosujesz wzory na pole powierzchni i objetos¢ bryt oraz znane twierdzenia
z geometrii ptaskie;j.




Przeczytaj
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Graniastostup jest opisany na walcu, jesli jego podstawy sg wielokgtami opisanymi na

podstawach walca. Zauwazmy, ze wysoko$¢ graniastostupa jest taka sama jak wysokos¢

walca.

Podstawa graniastostupa musi by¢ wielokat, w ktory mozna wpisa¢ okrag. To kryterium

spelniajg wszystkie wielokaty foremne, a zatem w kazdy graniastostup prawidiowy mozna

wpisac walec.

Przypomnimy najpierw podstawowe wzory:

dlugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przeciwprostokatne;j
dlugosci c i przyprostokatnych diugosci a i b wyraza sie wzorem r = %b_c

dlugos¢ promienia okregu wpisanego trojkat rownoboczny o boku dlugosci a, wyraza
sie wzorem r = 42

dtugosc¢ promienia okregu wpisanego w dowolny trojkat wyraza si¢ wzorem r = %,

gdzie P, - pole trojkata, p — potowa obwodu tego trojkata
dtugos¢ promienia okregu wpisanego w czworokat o bokach diugosci a, b, ¢, d wyraza

sie wzorem r = gdzie P oznacza pole czworokata

2P
a+b+c+d’ ,
pole kwadratu o przekatnej dlugosci d wyraza si¢ wzorem P = d?

pole trojkata o bokach dlugosci a, b i c wyraza si¢ wzorem

Py = +/p(p—a)(p — b)(p — c), gdzie p jest potowa obwodu trojkata

objetos¢ walca o promieniu dlugosci r i wysokosci dtugosci H wyraza sie wzorem
V =nr’H

pole powierzchni walca o promieniu dlugosci r i wysoko$ci dtugosci H wyraza sie
wzorem P = 277 4+ 27r - H

Przyktad 1
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Rozwazmy graniastostup prawidtowy szeSciokatny, ktorego wszystkie krawedzie maja
dtugos¢ a. Wykazemy, ze stosunek objetosci walca opisanego na tym graniastostupie do
objetosci walca wpisanego w ten graniastostup jest rowny %.

Rozwigzanie:

Wykonajmy odpowiedni rysunek.

Promien podstawy walca wpisanego w ten graniastostup jest wysokoscig w trojkacie

réwnobocznym o boku dtugosci a. Zatem r = 4 3

Stad objetos¢ walca wpisanego w ten graniastostup jest rowna:
2 _ a3 2 _ 3mad
Vw=m-r"a=m-(=") ra= .

Promien podstawy walca opisanego na tym graniastostupie jest rowny dlugosci krawedzi
podstawy czyli r = a.

A zatem objeto$¢ walca opisanego na tym graniastostupie jest rowna Vy = 7 - a® - a = wa®

Otrzymujemy:
Vo _ .3._4 _ 4
V, — T 3 3

Przyktad 2
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Z kawatka drewna w ksztatcie graniastostupa prawidtowego trojkatnego o wysokosci trzy
razy dtuzszej niz krawedz podstawy i objetoéci 7504/3 dm® mamy wykona¢ klocek.
Klocek ten ma miec¢ ksztalt walca wpisanego w graniastostup (przy czym podstawy walca
sqa wpisane w podstawy graniastostupa). Oblicz objetosc¢ jaka zajmujg odpady. Wartos¢
podaj z doktadnoscia do 1 dm?. Przyjmij7 ~ 3, 14.

Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, ze h = 3a.
Stad V = £33 . pp = 3638

A wigc otrzymujemy rownanie

30V3 _ 750./3

a® = 1000
a =10 [dm]
Stad h = 30 [dm].

Dtugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat rownoboczny o boku a jest rowna
— a3 _ 53 13
r= 4 = 2= [dm].

Objetos$¢ walca jest rowna V,, = nr2h = 7r( 5v3 ) - 30 = 2507 [dmg}.
Objetos¢ odpadow to roznica miedzy objetoscig walca, a objetoscia graniastostupa, czyli:
(750v/3 — 250n) dm® ~ 1209 dm® — 785 dm’ = 514 dm”.

Przyktad 3

Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat o bokach dtugosci 4, 51 7. Wysokos¢ tego
graniastostupa jest rowna H = 16. Obliczymy pole przekroju osiowego walca wpisanego
w ten graniastostup.

Rozwigzanie:

Poniewaz podstawa tego graniastostupa jest trojkat o bokach dlugoscia = 4,b = 51
¢ = 7, ktory nie jest trojkgtem prostokatnym poniewaz 72 # 42 + 52, jego pole policzymy
ze wzoru Herona:

_ 44547
p=—75 =8

Pr=+/plp—a)(p—b)(p—c) =V8-4-3-1=46
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Obliczymy dtugos¢ promienia okregu wpisanego w ten trojkat:

Py _ AV6 _ V6
8§ — Tz

Otrzymujemy r = > =

Przekroj osiowy walca jest prostokatem o bokach dtugosci 2r i H, czyli jego pole jest
rowne P = 2rH = 2. %3 . 16 = 16/6.

Przyktad 4

Przekatna przekroju osiowego walca, réwna d nachylona jest do ptaszczyzny podstawy
walca pod katem a. Wykazemy, ze objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego
opisanego na tym walcu jest rowna %d?’ sin 2« - cos a.

Rozwigzanie:

W rozwigzaniu postuzymy sie przekrojem osiowym walca, ktory jest prostokgtem
o bokach H i 2r.

Z definicji funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokgtnym otrzymujemy:

sina = %
H =dsina
oraz

cosa = 27{

2r = dcosa



Poniewaz $rednica okregu wpisanego w kwadrat jest rowna dtugosci jego boku, objetos¢
graniastostupa mozemy obliczy¢ nastepujaco:

V= (2r)’ - H=d*cos?a-dsina = d®sina cos? a =
2

= 1dB32sina-cos?a = Ld3sin2a - cosa
2 2

Stownik

graniastostup opisany na walcu

graniastostup, ktorego podstawy sa wielokatami opisanymi na podstawach walca
graniastostup prawidtowy

graniastostup prosty, ktorego postawami sg wielokaty foremne

graniastostup prosty

graniastostup, ktorego Sciany boczne sg prostokgtami



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng przedstawiajaca wielokaty, ktére moga by¢

podstawami graniastostupa opisanego na walcu, a nastepnie rozwiaz polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Di71JInuW


https://zpe.gov.pl/a/Di71JInuW

Polecenie 2
Na podstawie informacji zawartych w prezentacji multimedialnej ocen prawdziwosé zdan.

Walec mozna wpisac w graniastostup prosty o podstawie:

Zdanie Prawda Fatsz
kwadratu o boku 5 c¢cm O
rombu o boku 5 cm

O
trapezu o bokach 5 cm, O

5 cm,6 cm, 10 cm
O

O | O OO

czworokata o bokach 7 cm,
2 cm,5 cm, 10 cm

Polecenie 3

Przypomnij sobie wtasnosci wielokatow foremnych. Odpowiedz na pytanie.

Czy w kazdy graniastostup prawidtowy mozna wpisa¢ walec ? Kliknij w odpowiednie pole
wyboru.

Tak Nie



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
W graniastostup prawidtowy czworokatny o przekatnej podstawy rownej 6 i wysokosci 8
wpisano walec. Objetos¢ tego walca jest réwna:

() 167
(O 367
(O 18«

(O 24w

Cwiczenie 2 @)

Objetos$¢ walca wpisanego w szescian o przekatnej dtugosci 6 jest réwna:

51/ 3

o O O O
u1|]§,




Cwiczenie 3

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny o podstawach dtugosci 12 cm

i 6 cm oraz ramionach dtugosci 10 cm. Wysokos$¢ graniastostupa ma dtugo$¢ 20 cm. Ocen
prawdziwos¢ zdan.

Zdanie

Prawda Fatsz
Objetos¢ graniastostupa
jest liczba wieksza od O O
1800 cm?.
Graniastostup ten mozna O O
opisac¢ na walcu.
Graniastostup ten mozna
et O O
pisa¢ w walec.

Cwiczenie 4

W graniastostup prawidtowy szesciokatny o krawedzi podstawy réwnej 6 i wysokosci 12
wpisano walec. Ocen prawdziwosé nastepujacych zdan.

Zdanie Prawda

Promien podstawy walca O O
jest rowny 6.

Fatsz

Promien podstawy walca

jest rowny 3\/§. O O
Pole powierzchni bocznej O O
walca jest rowne 144.
Cwiczenie 5

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem o boku 16. Oblicz objetos¢

graniastostupa prawidtowego tréjkatnego opisanego na tym walcu. Podaj cyfre setek,
dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku. Przyjmij m = 22

7 -

Odpowiedz

cyfra setek

cyfra dziesigtek

cyfra jednosci




Cwiczenie 6 @

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez rownoramienny o podstawach dtugosci 10 i 20.
W graniastostup ten wpisano walec o objetosci 3007. Oblicz wysoko$¢ tego walca.

Cwiczenie 7

Podstawg graniastostupa jest deltoid o bokach dtugosci 4, 4, 4\/5, 4\/5 Kroétsza przekatna
deltoidu dzieli go na dwa tréjkaty: prostokatny i rownoboczny. Krétsza przekatna tego
graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz pole przekroju
osiowego walca wpisanego w ten graniastostup.

Cwiczenie 8 @

Podstawg graniastostupa prostego o wysokosci dtugosci h jest romb o kacie ostrym a.
Krétsza przekatna tego graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzna podstawy réwniez pod
katem a. Oblicz objetos¢ walca wpisanego w ten graniastostup.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kantor - Szcze$niak
Przedmiot: Matematyka
Temat: Walec wpisany w graniastoshup

Grupa docelowa: Szkota ponadpodstawowa, liceum ogoélnoksztatcace, technikum, poziom
rozZSZerzony.

Podstawa programowa:
X. Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« wymienia wlasnosci graniastostupa opisanego na walcu,
 stosuje wzory na pola powierzchni i objetoS¢ graniastostupow oraz walca.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

« lekcja odwrocona,
 liga zadaniowa.

Formy pracy:



e pracaw grupach,
e pracaw parach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
» projektor multimedialny/ tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj’
oraz przypomnienie wiadomosci o objetosci graniastostupa, okregu wpisanym w trojkat
rownoboczny, prostokatny i dowolny.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat: ,Walec wpisany w graniastostup” i cele zaje¢. Razem
z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach analizuja informacje zawarte w prezentacji multimedialne;j.
Rozwigzuja polecenie 2 i polecenie 3. Nauczyciel kontruluje prace uczniow i wyjasnia
watpliwosci.

2. Nauczyciel dzieli klase na 4 grupy. Uczniowie, metodg ligi zadaniowej, rozwigzujg
¢wiczenial - 6 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa, ktéra poprawie rozwiaze ¢wiczenia jako
pierwsza, wygrywa i zostaje nagrodzona za aktywnos¢. Wybrani uczniowie omawiaja
rozwigzania na forum klasy. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,,Po dzisiejszej lekcji
powinienem/ powinnam zapamietac, ze..."

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Modele bryt

Wskazowki metodyczne:


file:///b/Pg3Z6lqi4

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana jako uzupetnienie lekcji ,,Okrag wpisany
w wielokat”.



