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Metoda przeciwnych wspoétczynnikéw rozwiazywania

uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
zapisanego w postaci ogolnej

Aby rozwigzac¢ algebraicznie uktad rownan liniowych, mozemy przeksztatca¢ ten ukiad
rownowaznie tak, aby zostal doprowadzony do najprostszej postaci.

Postepujac w ten sposob, po kazdym przeksztatceniu otrzymujemy ukiad prostszy, ale
rownowazny danemu. Istnieje kilka metod algebraicznych pozwalajgcych rozwigza¢ uktad
rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.

W tym materiale zajmiemy si¢ jedng z nich - metodg przeciwnych wspotczynnikow.

Twoje cele

» Przeksztalcisz uklad rownan tak, aby otrzymac uktad rownowazny.
e Rozwiazesz uklad rownan liniowych metodg przeciwnych wspotczynnikow.



Przeczytaj

Definicja: Uktad réownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktad taki przyjmuje postac:

ax+biy=c;
asx + by = ¢’

gdzie aq i by oraz ay i by nie sa rownoczes$nie rowne zero. W powyzszym ukladzie x oraz
y oznaczajg niewiadome, aq, as, by oraz by — wspotczynniki przy niewiadomych
odpowiednio z oraz y, natomiast c; i co nazywamy wyrazami wolnymi.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem takiego ukladu rownan jest kazda para liczb spelniajgcych jednoczesnie
wszystkie rownania danego uktadu rownan.

Przy czym taki uktad rownan moze miec¢ jedno rozwigzanie, nieskonczenie wiele
rozwigzan lub moze nie mie¢ rozwigzania.

Definicja: Rdwnowazne uktady réwnan

Dwa ukiady rownan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy maja ten sam zbior
rozwigzan.

Twierdzenie: Rdwnowazny uktad réwnan

Jesli obie strony kazdego z rownan (lub jednego z nich) danego uktadu réwnan
pomnozymy przez dowolne liczby rézne od zera, a nastepnie rownania te dodamy
stronami i tak otrzymanym réwnaniem zastgpimy jedno z rownan uktadu, to otrzymany
uktad rownan jest rownowazny danemu.

Przyktad 1

Rozwigzemy uktad rownan, stosujgc powyzsze twierdzenie.

—2z+y=3
z+y=9

Mnozymy obie strony pierwszego rownania przez liczbe (—1).


javascript:void(0);

—2x+y=3|-(-1)
z+y=9

Rownania dodajemy stronami. Rozwigzujemy otrzymane réownanie.

{2x—y:—3

+

z+y=9
3z =6 1:3

T =2

Otrzymanym w ten sposob rownaniem zastepujemy pierwsze z rownan uktadu.

T =2
z+y=29
Postawiamy otrzymang warto$¢ x do drugiego z rownan uktadu.
T =2
2+y=9

Rozwigzujemy drugie rownanie.

=2
y="1

OtrzymaliSmy pare liczb bedgcg rozwigzaniem danego uktadu réwnan.
(Sprawdz!)
Przyktad 2

3x — 2y =2

Dany jest uktad rownan { % + 3y — 10°

Rozwigzemy ten uktad, stosujgc poznane twierdzenie.

3z — 2y =2
2z + 3y =10

Mnozymy obie strony pierwszego rownania przez liczbe (—2), a obie strony drugiego
rownania przez liczbe 3.

3r—2y=2]|-(-2)
20 4+3y=10]-3

Wowczas wspotczynniki przy niewiadomej x beda liczbami przeciwnymi.

Otrzymane réwnania dodajemy stronami. Rozwigzujemy rownanie z niewiadoma y.



{—63:+4y: —4

6z + 9y = 30
13y =26 1: 13
y=2

Otrzymanym w ten sposob rownaniem zastepujemy pierwsze z rownan uktadu.

y=2
2z + 3y =10

Postawiamy otrzymang warto$¢ y do drugiego z rownan uktadu.

y=2
2z +6 =10

Rozwigzujemy drugie rownanie.

r =2
y=2

OtrzymaliSmy pare liczb bedgcg rozwigzaniem danego uktadu réwnan.

(Sprawdz!)

Wazne!

Rozwiazywanie ukladow rownan metoda przeciwnych wspotczynnikow polega na:

1. pomnozeniu obu stron jednego lub kazdego rownania przez dowolng liczbe r6zng od
zera, tak aby przy jednej z niewiadomych otrzymac przeciwne wspotczynniki;

2. dodaniu do siebie rownan stronami i obliczeniu jednejz niewiadomych;

3. zapisaniu uktadu rownan, w ktorym jedno z rownan zast¢pujemy otrzymanym
roOwnaniem;

4. obliczeniu jednejniewiadomej;

5. podstawieniu otrzymanej warto$ci niewiadomej do drugiego réwnania;

6. obliczeniu wartosci drugiej niewiadome;j.

Przyktad 3

Aby rozwiazac¢ bardziej skomplikowany uktad dwoch réwnan liniowych, musimy kazde

z rownan ukladu doprowadzi¢ do najprostszej postaci. Mozemy dodawac¢ do obu stron
rownania to samo wyrazenie oraz mnozy¢ obie strony rOwnania przez to samo niezerowe
wyrazenie.

Rozwigzemy uktad rownan


javascript:void(0);
javascript:void(0);

eyt
2z —y)+3=2—-3y+1

Mnozymy obie strony pierwszego roOwnania przez liczbe 6, a w drugim réwnaniu
opuszczamy nawias.

3z +3y+8x —2y==6
20 —2y+3=z—-3y+1

Redukujemy wyrazy podobne w kazdym z rownan.

llx+y=26
T+y=—2

Po doprowadzeniu uktadu réwnan do najprostszej postaci, znajdziemy jego rozwigzanie
stosujac metode przeciwnych wspotczynnikow.

Mnozymy wiec drugie rownanie przez liczbe (—1).

11z +y =6
z+y=-2|-(-1)

Otrzymane rownania dodajemy stronami. Rozwigzujemy réwnanie z niewiadoma y.

11 =6
+{ z+y

—r—y=2

10z =8 |: 10
z=0,8

Otrzymanym w ten sposob rownaniem zastepujemy jedno z rownan ukiadu.

T+y=—2
z=0,8

Postawiamy otrzymang warto$¢ = do drugiego z rownan uktadu.

y+0,8=-2
z=0,8

Rozwigzujemy drugie rownanie.
y=—2,8
z=0,8

OtrzymaliSmy pare liczb



Y= _2a8
z=0,8

bedgca rozwigzaniem danego uktadu réwnan.

Przyktad 4

Rozwigzemy uktad rownan

—V3z+2y=3
v - 2y =3
Mnozymy obie strony drugiego rOwnania przez V3.
—V3z+2y=3
V3z — 2y = -3
Dodajemy rownania stronami.
n —V3z+2y=3
V3z — 2y = —3
0=0

OtrzymaliSmy tozsamos$¢ 0 = 0.

Oznacza to, ze uktad rownan posiada nieskonczenie wiele rozwigzan postaci

xeR
y="Fa+3

Jest to uktad réwnan nieoznaczony (uklad rownan zaleznych).

Przyktad 5

Znajdz rozwigzania uktadu rownan

2e+y  2y+3z 1
3 5 15
2

1
(+1)° = (y+1)° =2 -y’ +15

Przeksztalcajgc rownowaznie kazde z rownan, doprowadzamy uktad rownan do
najprostszej postaci.

2z+y 2y+3z 1
{ 3 5 — 15 -15

2+ 2x+1—192 —2y—1=22—9y>+15




20 — 2y =15
z—y=1
20 — 2y =15

Zastosujemy teraz metode przeciwnych wspotczynnikow, aby znalez¢ rozwiazanie tego
uktadu.

{10x+5y—6y—9x:1

Aby otrzymac przeciwne wspotczynniki przy niewiadomej x, pomnozymy pierwsze
réwnanie przez liczbe (—2).

{w—yzu-(—z)

20 — 2y =15

—2r + 2y = -2
20 — 2y =15

Otrzymali$my ukiad rownan, w ktorym przeciwne wspotczynniki znajdujg sie zarowno
przy niewiadomej z, jak i przy niewiadomej y.

Dodajac réwnania stronami otrzymujemy:

—2x 4+ 2y = —2
20 — 2y =15

0=13

A zatem ten uktad rownan jest sprzeczny i nie posiada rozwigzania.

Stownik
uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

ukiad rownan postaci

a1 + b1y =C1
a2z + b2y = ¢

réownowazne uktady réwnan
uktady rownan, ktore majg ten sam zbior rozwigzan
metoda przeciwnych wspoétczynnikow

metoda polegajaca na pomnozeniu obu stron jednego lub kazdego rownania przez
dowolng liczbe ro6zng od zera, tak aby przy jednej z niewiadomych otrzymac przeciwne




wspolczynniki, dzigki czemu po dodaniu do siebie rownan stronami mozna obliczy¢
jedna z niewiadomych



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami zastosowania metody przeciwnych wspétczynnikéw do
rozwigzywania uktadéw réwnan przedstawionymi w animacji. Nastepnie wykonaj
samodzielnie polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1C2B2dg4

Film nawigzujacy do tresci materialu na temat metod przeciwnych wspotczynnikow
rozwigzywania uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi.

Polecenie 2

1 _5
6

2
Rozwigz uktad réwnan { T+ 3
y g

3 Yy
x — 0,5


https://zpe.gov.pl/a/D1C2B2dg4

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary rownowazne uktady réwnan.

20 —3y="T7 20 —3y="T7
T—2Yy=>5 —2x +4y=-10
xT—2y=>5 —4z + 8y = —20
dr +y=2 dr+y=2

dr +y =2 —4dxr —y= -2
STy —12 Sz -y —12
20 — 3y =17 92 + 3y =6
3x+y=2 20 — 3y =17

Cwiczenie 2

5 —2y =14 tod . h ‘4 k6
meto rzeciwnycn wsporcCzynnikow.
—2,5z +y = —2 P yenwspotezy

Wskaz zdanie prawdziwe.

Rozwigz uktad rownan {

() Uktad réwnan jest sprzeczny.

reR
—2,5r +y=—2

() Uktad réwnan ma nieskoriczenie wiele rozwigzan postaci {



Cwiczenie 3 ¢

Rozwigz uktady réwnan metodg przeciwnych wspotczynnikdéw. Przeciggnij do tabeli poprawne
rozwigzania uktadéw réwnan.

77w _ 2y = 3”” 77{”_2w —|_ 3y = 177” ”{77 3x - y = 5
z+4y=5 "' 3x—2y=4 " 2x+2y=12

279

"

Uktad réwnan Rozwiazanie

,T— 2y =3
x+4y=>5

99

’7{

—2z+3y=1
3z —2y=4

279

2 {”

»{7, 3x—y:5
2¢ + 2y = 12

79

Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie dziatania, ktére mozna wykonaé, aby przy jednej ze zmiennych

w réwnaniach w ponizszym uktadzie réwnan wystgpity przeciwne wspétczynniki:
2¢ + 4y = 12
—6x+2y=5"

(] Dzielimy obie strony drugiego réwnania przez liczbe 3.

(] Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez liczbe (—2).
(] Dzielimy obie strony pierwszego réwnania przez liczbe (—2).
[ ] Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez liczbe (—2).
O

Dzielimy obie strony drugiego réwnania przez liczbe (—3).



Cwiczenie 5

Uporzadkuj uktady réwnan tak, aby przedstawiaty kolejne kroki rozwigzania uktadu réwnan
1 1

{§$+5y=1 .
2(c—4)—y=6

{%H%y:l 6 .
2(c—4)—y=6
20 —y =14 R
y:—z v
2z — 8 —y = v
2c +3y=6|-(—1) R
2z —y=16+38 v
x=206 .
y:_2 v
2r+2=14 .
y:_2 v
—2r —3y=—6
— 4y = 1 (—4 a
+{2a:—y:14 J (=4)
2¢ = 12 R
y=—2 v

Cwiczenie 6

Rozwiagz uktad réwnan metoda przeciwnych wspoétczynnikow

y—;m + —2%0—1 —1
(z—1)(y+2) =2y — 11



Cwiczenie 7 @

Wyznacz miary katow trojkata ABC, wiedzac, ze |AC| = |BC| oraz |<ABC| = z + 3y,
|<ACB| = 60 — 2y, |<BAC| = 2z + 20.

Ut6z odpowiednie uktady réwnan i rozwiaz je metodg przeciwnych wspétczynnikow.
Cwiczenie 8 @

Aby znalez¢ wspodtrzedne punktu przeciecia prostych, nalezy rozwigza¢ uktad rownan
zbudowany ze wzorow tych funkcji. Korzystajac z metody przeciwnych wspétczynnikow
rozwigzywania uktadow réwnan, znajdz wspoétrzedne wierzchotkéw tréjkata, ktorego boki
zawieraja sie w prostych a, b, ¢ danych rownaniami:

a: r—>dy=2_§,
b: = -2,

c: 4z +5y="T.



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

Temat: Metoda przeciwnych wspoélczynnikow rozwigzywania ukladu réwnan z dwiema
niewiadomymi zapisanego w postaci ogolnej

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca uktad rownan tak, aby otrzymac¢ uktad rownowazny

» rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewidomymi metoda przeciwnych
wspotczynnikow

e tworzy algorytmy rozwigzywania uktadow rownan liniowych

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e analiza przypadku



o dyskusja
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem animacji

Formy pracy:

» praca catego zespotu klasowego
e pracaw grupach
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetnosci zwigzane
z poznanymi sposobami rozwigzania uktadéw rownan.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach metodg analizy przypadku. Analizuja przykiady zawarte
w czesci ,Przeczytaj” .

2. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.

3. Uczniowie wspolnie z nauczycielem omawiajg animacje i konsultuja wykonanie
umieszczonego pod nim polecenia.

4. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 1- 4.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekcij.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 5-8.
Materialy pomocnicze:

Metoda przeciwnych wspotczynnikow rozwigzywania uktadow réwnan


https://epodreczniki.pl/a/metoda-przeciwnych-wspolczynnikow-rozwiazywania-ukladow-rownan/DjqR3yBzP

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia wiadomosci z lekcji oraz
podczas lekcji podsumowujacych metody rozwigzywania uktadow rownan.



