Jak obliczy¢ iloraz roznicowy korzystajac z wykresu
funkgji?

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

o Aplet

« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



__

Jak obliczy¢ iloraz réznicowy korzystajac z wykresu

Zrédto: Clint Adair, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/photos/BWOvK-FA3eg, domena publiczna.

Rachunek rozniczkowy jest dziatem matematyki, ktory dostarcza wielu narzedzi do badania
wiasnosci funkcji zmiennejrzeczywistej. Jednym z takich narzedzi jest iloraz réznicowy
funkcji. W materiale omowimy, jak obliczy¢ iloraz roznicowy funkciji, gdy dany jest wykres
tej funkcji. Bazujac na wiedzy teoretyczneji omowionych przyktadach, rozwigzemy
¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Odczytasz z wykresu funkcji informacje niezbedne do obliczenia ilorazu
roznicowego funkcii.

o Wykorzystasz interpretacje geometryczng ilorazu réznicowego funkcij.

e Obliczysz iloraz roznicowy funkciji, korzystajgc z wykresu funkcii.

 Zastosujesz pojecie ilorazu roznicowego do rozwigzywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Do wyznaczania ilorazu réznicowego funkcji na podstawie jej wykresu wykorzystamy jego
interpretacje geometryczna.
Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego funkcji

Zalozmy, ze do prostej, ktora jest sieczng do wykresu funkciji f, naleza punkty
o wspotrzednych (zg, f(xg)) oraz (xg + h, f(xo) + h), gdzie h nazywamy przyrostem
argumentu oraz h € R \ {0}.

Woéwczas prosta przecina wykres funkcji w dwoch punktach, jak na ponizszym rysunku.

f(zo+ h)s

Korzystajgc z trojkata prostokatnego oraz definicji funkciji trygonometrycznej tangens,
mamy zaleznos¢:
a = th[ — f(mo“'h}z_f(mo) .

Powyzsze wyrazenie jest nazywane ilorazem roznicowym funkcji.

Wobec tego, aby wyznaczyc¢ iloraz roznicowy funkciji, gdy dany jest wykres tej funkcii,
musimy znac:

» wspoirzedne punktow przeciecia siecznej z wykresem funkcji lub
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o wspolrzedne punktu, przez ktory ma by¢ poprowadzona sieczna oraz wartos¢
przyrostu h dla podanego argumentu.

Przyktad 1
Korzystajac z wykresu funkciji okreélonejwzorem f(x) = 42* — 2, wyznaczymy iloraz

roznicowy tej funkcji w punkcie A = (0, —2) i przyro$cie h = 1.
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Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla h = 1 mozemy wyznaczy¢ trojkat prostokatny, jak na ponizszym
rysunku.
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Z rysunku odczytujemy, ze a = tga = % = 4, zatem iloraz réznicowy funkciji jest rowny
4.

Przyktad 2

Wyznaczymy iloraz roznicowy funkciji f, ktorej wykres przedstawiono na ponizszym
rysunku, jezeli sieczna do wykresu funkcji przechodzi przez punkty A i B.

Rozwigzanie



Z rysunku odczytujemy wspotrzedne zaznaczonych punktow: A = (—4,—2), B = (0, 6).
Zatem:

xg = —4,

f(zo) = -2,

h =4,

zo+h =0,

f(zog+ h) =6.

Wobec tego iloraz roznicowy funkciji, ktorej wykres przedstawiono na rysunku, jest
rowny:

flaoth)—fla) _ 6-(-2) _ o
h 4 )

Przyktad 3

Obliczymy wartosci ilorazéw roznicowych funkceji w punkcie A i B z ponizszego
wykresu, gdy przyrost argumentu jest rowny 4.
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Rozwigzanie
Z rysunku odczytujemy, ze A = (—2, —3) oraz B = (0, —1).

Gdy A = (—2, —3) oraz h = 4 mamy:



Ty = —2,
f(zo) = =3,
xo+h=-2+4=2,
f(zo+h) =3.

Wobec tego iloraz réznicowy funkcji w punkcie A wynosi:

flaoth)—f(ao) _ 3-(-3) _
h 4
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Gdy B = (0, —1) oraz h = 4 mamy:

zo = 0,

f(@o) = -1,
xo+ h =4,
f(zo + h) = 3.

Wobec tego iloraz roznicowy funkcji w punkcie B wynosi:

f(xot+h)—f(wo) _ 3—(=1) _ 4 _ 1
3 =—g =7=1L
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Przyktad 4

Wyznaczymy warto$¢ przyrostu h argumentu funkcji z rysunku, gdy h > 5 oraz iloraz
roznicowy funkcji w punkcie A jest rowny %
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Rozwigzanie
Z rysunku odczytujemy, ze: xg = —5, f(zg) = —3.

Zauwazmy, ze jezeli h > 5, to f(xg + h) = 3.

f(zo+h)—f(z0)

Zatem korzystajgc ze wzoru na iloraz roznicowy funkcji ————=—=, rozwigzujemy
rownanie:
L3203 coylih = 18.

Przyktad 5

Wykazemy, ze jesli funkcja f jest stala, to warto$¢ ilorazu réznicowego tej funkcii
w dowolnym punkcie zy wynosi 0.

Rozwigzanie
Jezeli funkcja f jest stala, to mozna ja opisa¢ za pomocg wzoru f(x) = ¢, gdzie ¢ € R.
Wtedy dla dowolnego x zachodzi wlasnos¢ f(z) = f(xz + h), gdy h # 0.

Korzystajgc ze wzoru na iloraz réznicowy funkcji, otrzymujemy:

flmoth)—f(zo) _ flmo)—flmo) _ 0 _ 0
h h h )

Stownik

iloraz roznicowy funkcji

stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu
wykres funkciji

zbiér wszystkich punktow plaszczyzny o wspotrzednych (z, y), gdzie x nalezy do

dziedziny funkcji, natomiast y jest wartoscig funkcji dla argumentu x



Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w aplecie, a nastepnie wykonaj ponizsze
polecenie.

Polecenie 2

Na podstawie ponizszego wykresu funkcji f wyznacz iloraz réznicowy, gdy ) = —4 oraz
h = 8.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest wykres funkcji f.
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Zaznacz warto$¢ ilorazu roznicowego w punkcie A = (1,0), gdy h = 1 oraz f(2) = T:
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Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji oraz zaznaczono punkty A i B, ktore naleza
do tego wykresu.
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Zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.
(] Dlapunktéw A i Bzachodzi rownos¢: f(zg + h) — f(zg) =  — .
(] Tangens kata nachylenia siecznej AB do osi odcietych jest réwny 2.

(] Tangens kata nachylenia siecznej AB do osi odcietych jest réowny %

E] Jezeli przyrost h = 2, to iloraz réznicowy funkcji w punkcie A wynosi 2.



Cwiczenie 3

Dany jest wykres funkcji f.

-5 -4 -3 =2 =1 0 1 2

(o, f(xo))/éh—

Na podstawie rysunku wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Z wykresu funkcji odczytujemy:

Zatem:
fl@oth)—f(zo) _ 1
h _—
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Cwiczenie 4

Na podstawie rysunku uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

-4 -3 -2 -1 0 %/4/5 6 7X

Jezelizg = —3, to f(zo) :‘ ’ Gdy przyrost argumentu h = 8, toxg + h =
‘ ’oraz f(zo + h) :‘ ’

Wtedy iloraz réznicowy funkcji wynosi %.

Jezelizg = 0, to f(xo) :‘ ’ Gdy przyrost argumentu h = 5,to g + h =
‘ ’oraz f(zo+ h) :‘ ’

Wtedy iloraz réznicowy funkcji wynosi %

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji fi g.

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Dla wykresu funkcji g mamy:

wartosé wspdtczynnika b
rownania siecznej
poprowadzonej przez
zaznaczone punkty wynosi (—2)

Dla wykresu funkeji f mamy: wartos$¢ wspoétczynnika b

rownania siecznej
poprowadzonej przez
zaznaczone punkty wynosi (—4)

jezelixg = 1lorazh = 3, to
iloraz réznicowy funkcji wynosi
1

kat nachylenia do osi X siecznej
przechodzacej przez zaznaczone
punkty ma miare 45°

jezelizg = —4ih = 2, toiloraz
roznicowy funkcji wynosi (—2)




kat nachylenia do osi X siecznej
przechodzacej przez zaznaczone
punkty ma miare okoto 64°

Cwiczenie 7 @

Prosta o réwnaniu y = — jest sieczng do wykresu funkcji okrelonej wzorem f(z) = 2 — 2.
Wyznacz warto$¢ przyrostu h, dla ktérego dana prosta jest sieczng do wykres funkcji f.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze jesli zachodzi rownos¢ 3 f(zo + h) — 3f(2¢) = +/3h, to sieczna AB do wykresu
funkcji poprowadzona w punkcie (:130, f(a:o)) i zadanym przyroscie h, gdy h # 0 jest
nachylona do osi X pod katem 30°.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak obliczy¢ iloraz réznicowy korzystajac z wykresu funkcji?

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

Xll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.

Zakres rozszerzony 3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczna
i fizyczng pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:
» odczytuje z wykresu funkcji informacje niezbedne do obliczenia ilorazu réoznicowego
funkcii;
» korzysta z interpretacji geometrycznejilorazu roznicowego funkcii;

« oblicza iloraz roznicowy funkcji, korzystajac z wykresu funkcii;
 stosuje pojecie ilorazu roznicowego do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda krokodyla;



e burza mozgow;
o liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Jak obliczy¢ iloraz réznicowy korzystajgc
z wykresu funkcji?” i celow lekcji. Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow
sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Infografika”. Zapisujg
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzuja ¢wiczenia nr 11 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
tresci, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W kolejnym kroku uczniowie realizujg w parach ¢wiczenia 3-5 z sekciji ,Sprawdz sie”;
po ich wykonaniu poréwnuja otrzymane wyniki z inng parg.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,0zywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Nauczyciel przypomina temat zajec: ,Jak obliczy¢ iloraz roznicowy korzystajac
z wykresu funkcji?” i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony
pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Sposoby opisywania funkcii
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekcji ,Aplet” mozna potraktowac jako zadanie domowe dotyczace analizy
problemu w zakresie wykorzystania pojecia ilorazu réznicowego.


https://epodreczniki.pl/a/sposoby-opisywania-funkcji/DvDnjkh7n

