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W e-materiale Bledy obliczen numerycznych poznaliSmy najwazniejsze informacije
dotyczace bledow obliczen.

W tym e-materiale przeanalizujemy blad wzgledny jako kryterium zakonczenia procedury
iteracyjnej w jezyku Python.

Ciekawi cieg, jak wygladajg omawiane problemy w innych jezykach programowania? Mozesz
sie z nimi zapozna¢ w dwoch pozostatych e-materiatach z tej serii:

» Bledy obliczen numerycznych w jezyku C++,
o Bledy obliczen numerycznych w jezyku Java.

Wiecejzadan? PrzejdZ do Btedy obliczen numerycznych - zadania maturalne.
Twoje cele

» Napiszesz w jezyku Python program obliczajacy wartos$¢ liczby pi.
o Powtorzysz wiadomosci dotyczace bledow wzglednych i bezwzglednych oraz ich
obliczania.

» Wykonasz ¢wiczenia sprawdzajace twoja wiedze dotyczgcg btedow obliczen.
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Przeczytaj

Wiemy juz, ze istniejg btedy przyblizen, wsrod ktorych wyrdzniamy btad bezwzgledny oraz

btad wzgledny. W tym e-materiale uzyjemy jezyka Python do obliczenia i wizualizacji tych

bledow.

Przyktad 1

from

def

def

15 def

22 # pr

oraz warto$ci dokladnej 242.

math import fabs

blad_bezwzgledny(x, x0):
"nox - wartosc¢ doktadna

X0 - wartos¢ zmierzona
return fabs(x-x0)

blad_wzgledny(x, x0):
"Tnrox - wartos¢ doktadna

X0 - wartos¢ zmierzona"""
d = blad_bezwzgledny(x, x0)
return d / x

blad_wzgledny_proc(x, x0):
""ox - wartosc¢ doktadna

X0 - wartos¢ zmierzona"""

d = blad_bezwzgledny(x, x0)
return round((d / x) * 100, 2)

zyktadowe wywotanie

23 print("wartos¢ biedu przyblizenia dla 250:",
24 print("wartos¢ biedu przyblizenia dla 225:",

26 print("wartos¢ biledu wzglednego dla 250:",
27 print("wartos¢ biledu wzglednego dla 225:",

Znajac definicje btedow bezwzglednego oraz wzglednego, mozemy napisa¢ funkcje
obliczajgce odpowiednie warto$ci. Przetestujemy je dla warto$ci zmierzonych: 2251 250

blad_bezwzgledny(2
blad_bezwzgledny(2

blad_wzgledny (242, 2
blad_wzgledny (242, 2
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print("wWartos¢ biedu wzglednego procentowo dla 250:", blad_wzgl
print("wWartos¢ biedu wzglednego procentowo dla 225:", blad_wzgl

Wynikiem wykonania kodu dla wartoSci zmierzonych 225 i 250 oraz wartosci dokladnej
242 jest:

Wartos¢ biedu przyblizenia dla 250: 8.0

Wartos¢ biedu przyblizenia dla 225: 17.0

Wartos¢ biedu wzglednego dla 250: 0.03305785123966942
Wartos¢ biedu wzglednego dla 225: 0.07024793388429752
Wartos¢ biedu wzglednego procentowo dla 250: 3.31
Wartos¢ biedu wzglednego procentowo dla 225: 7.02

Przeanalizujmy teraz sytuacje, w ktorej symulujemy ,reczne” obliczenie wartosci za pomocg
zaokraglenia. Przesledzmy biad bezwzgledny oraz wzgledny dla kolejnych zaokraglen liczby

pi.
™~ 3,141592653589793238462643383279502884197169. . .

W przykltadzie mamy podang warto$c¢ liczby pi z doktadnoscig do 42 miejsc po przecinku.
W jezyku Python w module math wartosc¢ liczby pi jest zapisana jako math.pi z dostepna
precyzjg - w tym przypadku 3.141592653589793. Bedziemy obliczali btad bezwzgledny

i wzgledny oraz blagd wzgledny wyrazony w procentach dla kolejnych przyblizen: od dwoch
miejsc po przecinku, czyli wartosSci 3 . 14, do 15 miejsc po przecinku, a wiec dokladnej
wartosci, kiedy btad bedzie wynosit 0. Sprawdzimy kilka obliczonych wartosci.

Wartos¢ doktadna to 3.141592653589793

Warto$¢é zmierzona Blad wzgledny Blad wzgledny w procentach
3.14 0.0005069573828972128 0.05069573828972128
3.141592 2.0804409260601893e-07 2.0804409260601892e-05
3.14159265358 3.1172263038059322e-12 3.117226303805932¢-10
3.141592653589793 0.0 0.0

Przyktad 2

Napiszmy kod, ktory pozwoli zobrazowac btagd w zaleznosci od kolejnych zaokraglen.
Przygotujemy dwa wykresy w celu odpowiedniego doboru skali.
Biblioteke matplotlib omawialiSmy rowniez w e-materiale Modelowanie ruchow

Browna w jezyku Python.
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# importujemy niezbedne funkcje i moduty

from math

import fabs

import matplotlib.pyplot as plt

# definiujemy funkcje pomocnicze
def blad_bezwzgledny(x, x0):

mmnn X

- wartosé¢ doktadna

X0 - warto$¢ zmierzona"""
return fabs(x - x0)

def blad_wzgledny(x, x0):

mmon X

- wartos¢ doktadna

X0 - wartos¢ zmierzona'"""

d = blad_bezwzgledny(x, x0)
return d / x

def blad_wzgledny_proc_dokladn(x, x0):

mmnn X

- wartosé¢ doktadna

X0 - wartos$¢ zmierzona"""

d = blad_bezwzgledny(x, x0)
return (d / x) * 100 # tutaj zwaracamy doktadng wartosSc¢, b

# wartosci niezbedne dla obliczen
pi = 3.141592653589793

wartosci
bl_bezw
bl wzgl
bl _wzgp

# w petli
# uzywamy

[x for x in range(2, 16)]
[]
[]
[]

sprawdzamy coraz doktadniejsze przyblizenie wartosSci
funkcji round() - ktora zaokragla wynik, dajgc wartos

for x in range(2, 16):

base

round(pi, x)

print("Obliczamy btad przybliZzenia dla wartosci: ", base)
bl_bezw.append(blad_bezwzgledny(pi, base))

bl wzgl.append(blad_wzgledny(pi, base))

bl wzgp.append(blad_wzgledny_proc_dokladn(pi, base))



42 # plerwszy wykres

43 plt.plot(wartosci, bl_bezw, label
44 plt.plot(wartosci, bl _wzgl, label
45 plt.legend()

46 plt.title("Wartos¢ bazowa pi = " + str(pi))

47 plt.grid(True)

48 plt.show()

49 # drugi wykres

50 plt.plot(wartosci, bl_wzgp, label = "Bitad wzgledny procentowo")
51 plt.legend()

52 plt.title("wartosc¢ bazowa pi = " + str(pi))

53 plt.grid(True)

54 plt.show()

"Bigd bezwzgledny")
"Bigd wzgledny")

Wykres pierwszy - btad wzgledny oraz bezwzgledny wartosciowo:

Wartos¢ bazowa pi = 3.141592653589793

0.0016 —H— Biad bezwzgledny

—— Btad wzgledny
0.0014 1 | ! :
0.0012 4
0.0010 4
0.0008
0.0006

0.0004 4

0.0002 4

0.0000 4

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wykres drugi - btad wzgledny procentowo:



Wartos¢ bazowa pi = 3.141592653589793

0.05 —_— B#ad wzgledny procentowo

0.04
0.03
0.02

0.01 1

0.00 4

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wazne!

Mozemy zauwazyc¢, ze blad przyblizenia (zarowno wzgledny, jak i bezwzgledny) zmienia
sie — maleje wraz ze wzrostem doktadnosci obserwowanej liczby.

Przyktad 3

Napiszmy kod, ktory pozwoli zaokragli¢ liczbe pi do takiego momentu, dla ktorego btad
wzgledny przekroczy 0,01 procenta - woéwczas zatrzymamy kolejne zaokraglenia.

# importujemy niezbedne funkcje 1 moduiy
from math import fabs
import matplotlib.pyplot as plt

# definiujemy funkcje pomocnicze
def blad_bezwzgledny(x, x0):
"nox - wartosc¢ doktadna
X0 - wartos¢ zmierzona"""
return fabs(x - x0)
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10

11 def blad_wzgledny(x, x0):

12 "nox - wartosc¢ doktadna

13 X0 - wartos¢ zmierzona"""
14

15 d = blad_bezwzgledny(x, x0)



return d / x

def blad_wzgledny_proc_dokladn(x, x0):
"Mox - wartosc¢ doktadna
X0 - wartos¢ zmierzona"""
d = blad_bezwzgledny(x, x0)
return (d / x) * 100 # tutaj zwaracamy doktadng wartosSc¢, b
pi = 3.141592653589793
bl _bezw = []
bl wzgl = []
bl wzgp = []
przyblizenia = []
ok = ""
for dokladnosc in range(15, 1, -1):
wartosc = round(pi, dokladnosc)
blad_wzgledny_v = blad_wzgledny(pi, wartosc)
blad_bezwzgledny_v = blad_bezwzgledny(pi, wartosc)
blad_proc = blad_wzgledny_proc_dokladn(pi, wartosc)
if blad_proc > 0.01:
break
else:
bl bezw.append(blad_bezwzgledny_v)
bl _wzgl.append(blad_wzgledny_v)
bl _wzgp.append(blad_proc)
ok = str(wartosc)
przyblizenia.append(dokladnosc)
# przygotowujemy wartosci X, bazujac na diugosci listy przybliz
X = [ x for x in range(len(przyblizenia)) ]
# pierwszy wykres
plt.plot(X, bl _bezw, label = "Bigad bezwzgledny'")
plt.plot(X, bl _wzgl, label = "Biad wzgledny")
plt.legend()
plt.title("Wartosc¢ bazowa pi = " + str(pi) + ". Ostatni wynik w
plt.grid(True)
plt.show()



58 # drugli wykres

59 plt.plot(X, bl _wzgp, label = "Bitad wzgledny procentowo")

60 plt.legend()

61 plt.title("wartos¢ bazowa pi = " + str(pi) + ". Ostatni wynik
62 plt.grid(True)

63 plt.show()

Wykres pierwszy - btad wzgledny oraz bezwzgledny wartoSciowo:

le—6 Wartos¢ bazowa pi = 3.141592653589793. Ostatni wynik w zatozonym biedzie = 3.1416.

—— Bfad bezwzgledny
—— Blad wzgledny

0 2 4 6 8 10

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wykres drugi - btad wzgledny procentowo:

Wartos¢ bazowa pi = 3.141592653589793. Ostatni wynik w zatozonym btedzie = 3.1416.

—— Blad wzgledny procentowo

0.00020

0.00015

0.00010

0.00005

0.00000

0 2 4 6 8 10

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Dla zainteresowanych

W jezyku Python istnieje modut o nazwie Decimal. Zapewnia on obstuge arytmetyki
zmiennoprzecinkoweji podaje dokladniejsze wyniki. Przesledzmy to na przykiadzie
dodawania do siebie dwoch wartoSci rzeczywistych: 8.1 + 0.2.Z lekcji matematyki
wiemy, ze wynik powinien wynosic¢ 0.3, ajednak program w jezyku Python wyswietla
nastepujaca wartosc:

1 print(0.1+0.2)
2 # 0.30000000000000004

Wrynik jest wigekszy niz 0 . 3 - niewiele, ale jednak wigkszy. Jest to zwigzane ze sposobem,
w jaki jezyk Python przechowuje w pamieci liczby. Zobaczymy, jak wyglada ta sama
sytuacja, kiedy uzyjemy modutu Decimal. Pamietajmy, ze liczby podajemy jako parametr
typu str.

1 a Decimal("©.1")
2 b Decimal("0©.2")
3c=a+hb

4 print(c)

5# 0.3

Zauwazmy, ze wartosci podane po wykorzystaniu modutu Decimal s3 dokladniejsze.

3-a —b=c

3-01-03=20

1a=20.1
2b=20.3
3¢c=38%a-b
4
51if ¢ == 0:
6 print("Wynik poprawny = 0.")
7 else:
8 print("Wynik niepoprawny; wartos¢ = ",c)
9
10 # Wynik niepoprawny; wartos¢ = 5.551115123125783e-17



1 from decimal import *

2 x = Decimal("0.1")

3y = Decimal("0.3")

4z =3*X -y

5

6 if z == 0:

7 print("wWynik poprawny = 0.")
8 else:

9 print("Wynik niepoprawny; wartos¢ = ",z)
10
11 # Wynik poprawny = 0.

Dla komputera obliczenie 3 * 0.1 - 0.3 daje wynik 5.551115123125783e-17.Jest
on bardzo bliski zeru, jednak nie jest to doktadnie zero. Natomiast zastosowanie do tego
obliczenia modutu i typu danych Decimal daje oczekiwany wynik.

Stownik
btad bezwzgledny

wyraza bezwzgledng roéznice pomiedzy wartoscig zmierzong a doktadna; obliczamy go
zgodnie ze wzorem:

Az = |z — x|

gdzie x to warto$¢ doktadna, x¢ — warto$¢ zmierzona, a Az - btad bezwzgledny
btad wzgledny

informuje, o ile procent rozni si¢ warto$¢ zmierzona od dokladnej; obliczamy go zgodnie
ze wzorem:

. |z — |

§ = 1100% = 2% 100%

i i

gdzie x to warto$¢ doktadna, ¢ — warto$¢ zmierzona, Az - btad bezwzgledny, zas d to
btad wzgledny




Film samouczek




Polecenie 1

Napisz program w jezyku Python, w ktérym wykorzystasz petle warunkowg while
wykonujacga obliczenia przyblizenia liczby dziesietnej. Przetestuj jego dziatanie dla statej

e = 2.718281828459045 i btedu wzglednego, ktérego procent graniczny wynosi 0, 00005
jako kryterium zakonczenia procedury.

1 # Tutaj dodaj wtasny kod. Uzyj funkcji
2 # print()




Polecenie 2

Porownaj swoje rozwigzanie z prezentacjg omawiajaca kolejne kroki powstawania programu,

ktéry wykorzystuje petle while do obliczenia przyblizenia liczby dziesietnej.

Przygotujmy funkcje przyjmujaca dwa
parametry: liczbe dziesietng oraz zatozony
procent btedu wzglednego, ktérego
przekroczenie zakonczy proces przyblizania.
Wewnatrz funkcji umieszczamy licznik
wykonanych iteracji oraz wyswietlenie
kolejnych przyblizen. Wykorzystujemy
formatowanie F-string liczb rzeczywistych,
aby wyswietli¢ wyniki w postaci cyfr po
przecinku, zamiast notacji wyktadniczej.

1 # przyktad obliczenia i
reprezenctacji wartosci
liczby rzeczywistej

2 wynik = (2.718281828459045
- 2.7182818284590) /
2.718281828459045 * 100

3 #

4 # wyswietlenie wartosci z
uzyciem formatowania
domyslnego

S5 print(wynik)

6 # 1.666387161569066e-12

7 #

8 #

9 # wyswietlenie wartosci z
uzyciem formatowania "F-
string”

10 print(f"{wynik:.25f}")

11 #
0.000000000001666387161569
.

12 print(f"{wynik:.30f}")



13

#
0.000000000001666387161569
066088

Ponizej kod zrédtowy programu, ktéry
wykorzystamy do prezentacji:

1
2
3
4

10
11
12

13
14
15
16
17

18

19

20

21
22
23
24
25

from math import fabs

# funkcja dodatkowa
def blad_wzgledny_proc(x,
x0) :

"""x - wartosé
doktadna

X0 - wartosc
zmierzona"""

return (fabs(x - x0) /
X) * 100

def przyblizenie(liczba,
procent) :

"""liczba: wartosc¢
float

procent: wartosc¢
float"""

procent_wzgledny = 0
liczba_przyblizona = ©

# ustalamy liczbe cyfr
w czesci utamkowej

# zamieniamy liczbe na
cigg znakow, dzielimy
wediug znaku kropki

# obliczamy liczbe
cyfr po przecinku

ile_cyfr =
len(str(liczba).split(".")
[1])

# dodatkowe zmienne
wynik_1 = ©

wynik_p = 0

krok = 1



26

27 while procent_wzgledny
< procent:

28 # zmniejszamy
liczbe miejsc po przecinku
o1

29 ile_cyfr -=1

30 liczba_przyblizona
= round(liczba, ile_cyfr)

31 # liczymy wzgledny

procent, aby sprawdzié
warunek petli while

32 procent_wzgledny =
blad_wzgledny_proc(liczba,
liczba_przyblizona)

33 print(

34 f"Krok {krok}:
przyblizenie to
{liczba_przyblizona:.15f},
a procent btedu to
{procent_wzgledny:.25f}."

35 )

36 wynik_1 =
liczba_przyblizona

37 wynik_p =
procent_wzgledny

38 krok += 1

39

40 print("---[ koniec
obliczen ]---")

41 print(

42 f"Wynikiem jest

liczba {wynik_1:.15f}, dla
ktéorej procent biedu
wzglednego wynosi
{wynik_p:.25f}."

43 )

@ Uzywamy statej e = 2.718281828459045



oraz ustalamy graniczny procent btedu
wzglednego jako 0,00005.

1 przyblizenie(2.71828182845
9045, 0.00005)

Wewnatrz funkcji inicjujemy wazne elementy; @
obliczamy parametr ile_cyfr, ktéry pozwoli

zautomatyzowac dokonywanie przyblizen.

il procent_wzgledny = 0

2 liczba_przyblizona = ©

3

4 # ustalamy liczbe cyfr

w czesci utamkowej

S # zamieniamy liczbe na
cigg znakow, dzielimy
wedtug znaku kropki

6 # obliczamy liczbe
cyfr po przecinku
7 ile_cyfr =

len(str(liczba).split(".")
[11)

8

9 wynik_1 = ©
10 wynik_p = 0
11 krok = 1

@ Obliczenie liczby cyfr wykonujemy, zamieniajac
liczbe float natyp str, ktéry dzielimy metoda
split na liste dwuelementows (wykorzystujac
znak kropki jako separator), a potem
sprawdzamy dtugos¢ napisu po kropce.

1ile_cyfr =
len(str(liczba).split(".")



Rozpoczynamy dziatanie petli, ktora bedzie sie

[11)

wykonywac, dopdki obliczony wzgledny

procent btedu bedzie mniejszy niz zaktadany
procent btedu. Przeprowadzamy odpowiednie

obliczenia, wykorzystujac funkcje
blad_wzgledny_proc(liczba,
liczba_przyblizona). Kazdorazowo

wypisujemy na ekran komunikat informujacy o

kolejno obliczonych wartosciach. Zwréémy
uwage na zapis

{liczba_przyblizona:.15f} - oznacza

wyswietlenie zawsze 15 cyfr w czesci
utamkowej liczby rzeczywistej.

1

2

10

11

while procent_wzgledny <
procent:

# zmniejszamy liczbe
miejsc po przecinku o 1

ile_cyfr -= 1

liczba_przyblizona =
round(liczba, ile_cyfr)

# liczymy wzgledny
procent, aby sprawdzié
warunek petli while

procent_wzgledny =
blad_wzgledny_proc(liczba,
liczba_przyblizona)

print(

f"Krok {krok}:
przyblizenie to
{liczba_przyblizona:.15f},
a procent btedu to
{procent_wzgledny:.25f}."

)

wynik_1 =
liczba_przyblizona

wynik_p =
procent_wzgledny

©



12 krok += 1

W pierwszym kroku otrzymujemy nastepujaca
wartosc:

1 Krok 1: przyblizenie to
2.718281828459050, a
procent btedu to
0.000000000000179708419384
9.

W kolejnym kroku uzyskujemy: @

1 Krok 2: przyblizenie to
2.718281828459000, a
procent btedu to
0.000000000001666387161569
1.

Trzeci krok ma postac:

1 Krok 3: przyblizenie to
2.718281828459000, a
procent btedu to
0.000000000001666387161569
1.

Nalezy zauwazy¢, ze wartos¢ ta jest identyczna
Z wczeshniejszg, poniewaz w poprzednim
wypadku na koncu wystepowato O.



Kolejne kroki wygladaja nastepujaco:

1

Krok 4: przyblizenie to
2.718281828460000, a
procent btedu to
0.000000000035124827425230
3.

Krok 5: przyblizenie to
2.718281828500000, a
procent btedu to
0.000000001506642713864925
3.

Krok 6: przyblizenie to
2.718281828000000, a
procent btedu to
0.000000016887330866631265
0.

Krok 7: przyblizenie to
2.718281830000000, a
procent bzedu to
0.000000056688563455353492
6.

Krok 8: przyblizenie to
2.718281800000000, a
procent bzedu to
0.000001046949753351643655
4.

Krok 9: przyblizenie to
2.718282000000000, a
procent btedu to
0.000006310639058035927959
5.

Krok 10: przyblizenie to
2.718280000000000, a
procent btedu to
0.000067265249170199691844
0.

O



W tym momencie procent btedu przekracza
zaktadang wartos¢, a petla konczy swoje
dziatanie; wartosci koncowe zostanag
wyswietlone przy wykorzystaniu wartosci
pomocniczych.

1 ---[ koniec obliczen ]---

2 Wynikiem jest liczba
2.718280000000000, dla
ktérej procent biedu
wzglednego wynosi
0.000067265249170199691844
0.

Kod programu: @

from math import fabs

1

2

3 # funkcja dodatkowa

4 def blad_wzgledny_proc(x,
x0) :

5 """x - wartoscé
doktadna

6 x0 - wartosc
zmierzona"""

7 return (fabs(x - x0) /
X) * 100

10 def przyblizenie(liczba,
procent) :

11 """liczba: wartos¢
float

12 procent: wartos¢
float"""

13

14 procent_wzgledny = 0

15 liczba_przyblizona =

16

17 # ustalamy liczbe cyfr
w czesci utamkowej

0



18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33
34

35
36

37

38

39

40

41

# zamieniamy liczbe na
cigg znakow, dzielimy
wedtug znaku kropki

# obliczamy liczbe
cyfr po przecinku

ile_cyfr =
len(str(liczba).split(".")
[11)

# dodatkowe zmienne

wynik_1 = ©
wynik_p = ©
krok = 1

while procent_wzgledny
< procent:

# zmniejszamy
liczbe miejsc po przecinku
o1

ile_cyfr -= 1

liczba_przyblizona
= round(liczba, ile_cyfr)

# liczymy wzgledny
procent, aby sprawdzié
warunek petli while

procent_wzgledny =
blad_wzgledny_proc(liczba,
liczba_przyblizona)

print(

f"Krok {krok}:
przyblizenie to
{liczba_przyblizona:.15f},
a procent btedu to
{procent_wzgledny:.25f}."

)

wynik_1 =
liczba_przyblizona

wynik_p =
procent_wzgledny

krok += 1

print("---[ koniec
obliczen ]---")
print(



42 f"Wynikiem jest
liczba {wynik_1:.15f}, dla
ktéorej procent bitedu
wzglednego wynosi
{wynik_p:.25f}."

43 )

44

45

46

47 przyblizenie(2.71828182845
9045, 0.00005)

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Polecenie 3

Napisz program, ktéry metoda siecznych wyznaczy pierwiastek x dla zadanej funkcji.
Przyjmij, ze pierwiastek wyznaczany jest dla przedziatu z poczatkiem w punkcie
punkt_startowy oraz z koicem w punkcie punkt_koncowy, a takze kolejnych, coraz
mniejszych przedziatéw, az do spetnienia warunkow:

e |punkt_startowy - punkt_koncowy | <epsilon
e | flxg)| <epsilon@
gdzie zmienne epsilon i epsilon® okreslajg doktadnos¢ wyznaczania pierwiastka.

Za poczatek kazdego nowego przedziatu (przechowywanego w zmiennej punkt_startowy)
przyjmujemy punkt koncowy poprzedniego przedziatu, a za koniec (przechowywany
w zmiennej punkt_koncowy) ostatni wyznaczony pierwiastek funkcji.

Swoj program przetestuj dla funkcji f(z) = —2? + = + 2, wartosci zmiennych epsilon
oraz epsilon® réwnych odpowiednio 0,01 i 0,0001, a takze przedziatu liczbowego
[ —1,25; —0,9].

Specyfikacja problemu:

Dane:

punkt_startowy - poczatek badanego przedziatu; liczba rzeczywista

e punkt_koncowy - koniec badanego przedziatu; liczba rzeczywista

e epsilon - doktadnos¢ wyznaczania pierwiastka; liczba rzeczywista

e epsilon® - doktadnos$¢ poréwnania wartosci funkcji dla wytypowanego pierwiastka
z zerem; liczba rzeczywista

Wynik:



Program na standardowym wyjsciu zwraca wyznaczony metoda siecznych pierwiastek x
zadanej funkcji.

1 # tutaj uzupeinij swéj kod




Polecenie 4

Porownaj swoje rozwigzanie z filmem przedstawiajagcym implementacje algorytmu
wyznaczania pierwiastka za pomocg metody siecznych w jezyku Python.

Btedy obliczen
numerycznych

Implementacja algorytmu wyznaczania pierwiastka za pomocg metody siecznych
w jezyku Python

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R11hnbd2InFBw

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy implementacji algorytmu wyznaczania pierwiastka
przy pomocy metody siecznych w jezyku Python.

Plik o rozmiarze 673.00 B w jezyku polskim

Polecenie 5

Opracuj notatke podsumowujgca najwazniejsze informacje przedstawione w filmie.



file:///preview/resource/R11hnbd2lnFBw

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 O

Napisz program zaokraglajacy podang liczbe x tak, aby btad wzgledny nie przekroczyt ustalonej
wartosci krytycznej blad_krytyczny.

Przetestuj dziatanie programu, zaokraglajac liczbe 0,054256, dopdki btad wzgledny nie
przekroczy wartosci 5%.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e X - zaokraglana wartos¢; liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1]

e blad_krytyczny - wartosc¢ krytyczna; liczba rzeczywista z przedziatu [0, 100]
Wynik:

e wartos¢ zaokraglenia liczby

Twoje zadania

1. Program ma zaokraglac¢ podang liczbe, dopdki btgd wzgledny nie przekroczy ustalonej
wartosci.






Cwiczenie 2 O

Korzystajac ze zdefiniowanej w programie state) PTERWIASTEK_Z_2, sprawdz,

z doktadnoscia do ilu miejsc po przecinku nalezy wypisac jej przyblizenie, aby btad wzgledny
miedzy wartoscig pierwotng a przyblizong wynosit mniej niz 0,01%. Wypisz wyznaczong liczbe
cyfr.

Przyktad:

Btad wzgledny miedzy przyblizeniem pierwiastka z liczby 2 do dwéch cyfr po przecinku
a wartoscig 1,41421356237 wynosi:

1,41421356237 — 1,41
1,41421356237

-100% = 0,29794385247%

Potrzeba zatem przyblizenia do dwéch cyfr po przecinku, aby btad wzgledny wynidst mniej niz
0,3%.

Twoje zadania

1. Program sprawdza, ile cyfr po przecinku potrzeba, aby btad wzgledny pomiedzy
wartoscia statej PTIERWIASTEK_Z _2 wynosit mnigj niz 0,01%.






Cwiczenie 3 @

Liczba Eulera moze by¢ zdefiniowana przez sume nastepujgcego szeregu:
(0.0}
1 1 1 1
=2 ottt
n—

Sprawdz, dla jakiego n btad wzgledny wyznaczonego przyblizenia liczby e bedzie mniejszy niz
0,0000005. Jako wartos¢ doktadng przyjmij statg matematyczng math . e. Wypisz minimalng
wartosc n.

Twoje zadania

1. Program sprawdza, ile wyrazow szeregu trzeba zsumowad, aby otrzymac podstawe
logarytmu naturalnego na poziomie btedu wzglednego 0,0000005.







Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Bledy obliczen numerycznych w jezyku Python

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

7) wyjasnia, jakie moze byc¢ zrodto btedow pojawiajacych sie w obliczeniach
komputerowych: btagd zaokraglenia, btad przyblizenia;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
» Napiszesz w jezyku Python program obliczajacy wartos¢ liczby pi.
o Powtoérzysz wiadomosci dotyczace btedow wzglednych i bezwzglednych oraz ich

obliczania.
e Wykonasz ¢wiczenia sprawdzajgce twojg wiedze dotyczacg bledoéw obliczen.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
o Cwiczenia praktyczne;

e burza mozgow.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiat
»Btedy obliczen numerycznych w jezyku Python”. Nauczyciel prosi uczniow
0 zapoznanie si¢ z treSciami w sekcji ,Przeczytaj” dotyczgcymi programowania.

2. Uczniowie przypominajg sobie najwazniejsze informacje zwigzane z btedami obliczen
numerycznych.



Faza wstepna:

1. Nauczyciel sprawdza przygotowanie uczniow do lekciji.

2. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekciji i jej cele. Moze postuzy¢
sie wySwietlong na tablicy zawarto$cig sekcji ,Wprowadzenie”.

3. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniéw
o przedstawienie sytuacji problemowej zwigzanej z tematem lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel prosi uczniow, aby metodg burzy mézgoéow wymienili
najwazniejsze informacje, ktore zdobyli, zapoznajac si¢ przed lekcja z sekcja
»Przeczytaj’. Wybrany uczen wynotowuje je na tablicy. W razie koniecznos$ci nauczyciel
dopowiada brakujgce informacje. W kolejnym kroku uczniowie analizujg przyktady
z sekcji ,Przeczytaj’ i powtarzaja zaprezentowane rozwigzania na swoim komputerze.

2. Praca z multimedium Uczniowie zapoznaja si¢ z poleceniem 1 w sekciji ,Film
samouczek”. Nastepnie analizujg prezentacije.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-3 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ rozwigzan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wySwietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowejoceny
rozwiazania zastosowanego przez wybranego ucznia.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen z programowania w jezyku
Python.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja polecenie 3-5 z sekciji ,Film samouczek” i poréwnuja swoje
rozwiazanie z filmem. Zapisujg swoje wnioski.

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersiji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

o Uczniowie mogg wykorzysta¢ multimedia w sekcji , Film samouczek” do przygotowania
sie do lekcji powtorkowe;.



