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Zrédto: Gerhard G. z Pixabay, domena publiczna.

Pierwsze rozwazania prowadzgce do pojecia ciggu, mozna spotkac juz w egipskich
papirusach.

Egipcjanie i Grecy badali tylko wybrane ciagi, pod katem ich konkretnych zastosowan
w teorii liczb, czy obliczeniach geometrycznych.

W XIII wieku pojecie ciagu liczbowego stworzyt wloski matematyk Leonardo z Pizy, zwany
Fibonaccim. Przez kilka nastepnych stuleci zainteresowanie ciggami byto niewielkie.
Dopiero w XVII i XVIII wieku dynamicznie zaczeta rozwijac si¢ teoria zwigzana z ciggami
i szeregami liczbowymi.

Obecnie teoria ciggow jest czescig analizy matematyczne;.

W tym materiale poznamy pojecie i przyktady ciggow.
Twoje cele

o Podasz przyklad ciggu.
» W ciggu danym za pomoc3 jego poczatkowych wyrazow, okreslisz pierwszy wyraz
i kilka nastepnych wyrazow.

o Odkryjesz regute wedtug ktorejbudowane sa figury, bedace wyrazami ciggu.


https://pixabay.com/pl/users/blende12-201217/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2000585
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Przeczytaj

Przyktad 1

Figury na rysunku tworzone s3 wedlug pewnejreguty. Odkryj te regute i narysuj wedtug
odkrytej reguly jeszcze kilka kolejnych figur.

Figury
numer figury 1 2 3
figura
liczba kwadratow,
z ktorych zbudowana 7 10 13
jest figura

Kolejne figury 1, 2, 3, . . . sktadaja si¢ odpowiednio z 7, 10, 13, . . . kwadratow. Numerom
figur wyrazonym przez kolejne liczby naturalne dodatnie przyporzadkowane s3 liczby
kwadratow, z ktorych sa zbudowane.

Mozemy wiec powiedziec, ze nadajac figurom numery, ustawimy je w cigg. Kazdemu
numerowi odpowiada jedna figura. Zatem utworzyliSmy w ten sposoéb pewna funkcje f
okreslong na zbiorze liczb naturalnych dodatnich takg, ze:

f(1)="17,f(2) =10, f(3) =13,...
Przyktad 2

Kazdemu z pieciu laureatéw konkursu matematycznego przypisujemy jego imie.
Laureaci konkuru matematycznego

Koleinoéd
0 e]nosF ?dobytego 1 9 3 4 5
miejsca
imie Aleksandra | Szymon | Wojciech | Natalia = Grazyna

W ten sposob opisalisSmy funkcje okreslong na podzbiorze zbioru liczb naturalnych:
{1, 2, 3, 4, 5}.

Taki rodzaj funkciji to przkiad ciagu, a wartosci funkcji to wyrazy ciggu.



Wyrazy ciggu to w tym przypadku: Aleksandra, Szymon, Wojciech, Natalia, Grazyna.
Przyktad 3

W tabelce przedstawiono prognozowane szanse opadow w miejscowosci Kalino
w dniach 1 - 6 pazdziernika.
Prognozowane opady

dzien pazdziernika 1 2 3 4 ) 6
szansa opadow w % 63 17 21 30 9 42

Tabelka opisuje funkcje p okreslong na podzbiorze zbioru liczb naturalnych:
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Wiemy juz, ze jest to pewien ciag.

Przyjmijmy za wyrazy ciagu, liczby okreslajace poszczegoélne procenty ( dla np. 63%
przyjmijmy 63). Zatem wyrazy ciggu to w tym przypadku:
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Dla ciggéw przyjeto troche inne oznaczenia niz dla funkciji.
Zatem

p(1) oznaczamy p, i zapisujemy p; = 63

p(2) oznaczamy p, i zapisujemy ps = 17

p(3) oznaczamy ps i zapisujemy p3 = 21

p(4) oznaczamy py i zapisujemy py = 30

p(5) oznaczamy ps i zapisujemy p5 = 9

p(6) oznaczamy pg i zapisujemy pg = 42

Utworzony cigg oznaczamy: (py, ).

Zapisujemy:



(pn) = (63, 17, 21, 30, 9, 42).
Definicja: Ciag nieskonczony

Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych
dodatnich.

Definicja: Ciagg skonczony

Ciggiem skonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior n liczb naturalnych
{1, 2, 3, ..., n}.

Ciag jest to zatem pewna funkcja okreslona na zbiorze liczb naturalnych lub na okreslonym
podzbiorze zbioru liczb naturalnych.

Cigg a : N, — R oznaczamy (a,).

Kolejne wyrazy ciggu oznaczamy: ai, as, as, a4, - . .

Liczba na dole litery w wyrazie ciggu to wskaznik (indeks), okresla numer wyrazu ciggu.
Zatem ay, oznacza k-ty wyraz ciagu (a,,).

Ciag (ay,) mozemy zapisywac tez w postaci: (a1, az, as, aq, ... ).

Przyktad 4

Przyporzadkowujemy kazdejliczbie naturalnej dodatniejjej odwrotnosc.

Liczbie 1 przyporzadkowujemy 1.

Liczbie 2 przyporzadkowujemy %

Liczbie 3 przyporzadkowujemy %

Liczbie 4 przyporzadkowujemy %.

Zbudowany w ten sposob cigg ma postac:
1 1 1 1
(1, E, ?, Z, ...,E, ---)
Pierwszy wyraz tego ciggu to 1, a n-ty wyraz to %

Jest to przyklad ciggu nieskonczonego. Taki cigg ma pierwszy wyraz, ale nie ma wyrazu
ostatniego.
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Przyktad 5

Tworzymy ciag (a, ), ktérego wyrazami sa liczby przeciwne do kolejnych liczb
naturalnych dodatnich parzystych mniejszych od 12.

(a,) =(-2, —4, —6, —8, —10)
Jest to przyklad ciggu skonczonego, pigciowyrazowego.

W ciggu istotne sa nie tylko jego wyrazy, ale tez ich kolejnos¢. Cigg skonczony ma
pierwszy wyraz (w tym przypadku jest to (—2)) i ostatni wyraz (w tym przypadku jest to

(—10)).

Stownik
ciag nieskoniczony

ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych
dodatnich

ciag skonczony

ciggiem skonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior n liczb naturalnych
{1, 2, 3, ..., n}
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Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Z jednakowych sze$ciandw mozna tworzy¢ figury budowane wedtug okreslonych regut.
Niektore z takich figur zaprezentowane sg w galerii zdje¢ interaktywnych. Zastanéw sie,

wedtug jakich regut budowane s3 te figury, a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Polecenie 2

Na rysunku przedstawione sg kolejne wyrazy ciggu (an). Okredl, z ilu kwadratéw bedg
zbudowane dwa nastepne wyrazy tego ciagu.

a1 a as a4




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag (a,,) jest ciagiem kolejnych liczb pierwszych. Liczba,
ktéra nie jest wyrazem tego ciggu to:

O 43
O 1
O 2

O 17

Cwiczenie 2 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. W ciaggu (an) wyraz n-ty po 6smym wyrazie to wyraz:

agn+1

asgn

agn

o O O O

as




Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. W ciagu (a,,) $rednia arytmetyczna wyrazéw sasiadujacych
Z wyrazem a,, to:

An = 4/An-1 " An41

Qn—110nt1
2

AnGnii

o O O

O an+2an+1

Cwiczenie 4

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

niepusty zbior A.

Warto$¢ a(n) funkcji a dla argumentu n w przypadku ciagu oznaczamy najczesciej a,,

‘ ciggiem arytmetycznym ’ ‘ ostatniego ’ ‘ ostatni ’ ‘ zbior liczb rzeczywistych ’

‘ pierwszego ’ ‘ pierwszy ’ ‘ n-tym wyrazem ciggu ’ ‘ zbior liczb naturalnych dodatnich ’




Cwiczenie 5

Kazdy z ciagéw utworzony jest wedtug pewnej reguty. W wolne pola wpisz brakujace wyrazy
ciggow.

1, 4, 9, , 25, 36
2, 6, , b4, 162
1 3 5
PR 17 PR ) 9 3
—4, —2,0, , 4
Cwiczenie 6

Ciag (an) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych nieparzystych. Zaznacz, ktére zdanie jest
prawdziwe, a ktore fatszywe.

Prawda Fatsz

Wyraz a;( tego ciggu jest O
rowny 19.

Roznica a1 — ag jest liczba
podzielng przez 5.

Prawdziwa jest rownos¢

a5+ air

O
Liczba aim jest rowna - O
5 = a1s. O

O O] O



Cwiczenie 7 @

Na rysunku przedstawiono trzy poczatkowe wyrazy ciagu figur (a,,) tworzonych wedtug
pewnej reguty. Odkryj te regute i okre$l 10 poczatkowych wyrazéw ciagu (b,,), ktdérego
wyrazami sg liczby kwadratéw, z ktérych sktadaja sie kolejne figury.

al ag as
Cwiczenie 8 @
Ciagliczb 50, 49, 46, 41, 34, . . . zostat utworzony wedtug pewnej reguty. Odkryj te regute.
a) Zapisz szosty wyraz tego ciagu.
b) Okresl, ile jest dodatnich wyrazow tego ciagu.
c) Podaj najwiekszy ujemny wyraz ciggu.

d) lle wyrazow tego ciggu to kwadraty liczb naturalnych?



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pojecie ciaggu

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa II lub III, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VI. Ciaggi. Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym;

5) stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wtasnosci ciggdw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do rozwigzywania
zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje przyktady ciggow

e w ciggu danym za pomoc3 jego poczatkowych wyrazow, okresla pierwszy wyraz i kilka
nastepnych wyrazow

» odkrywa regute, wedlug ktorejbudowane sg figury, bedgce wyrazami ciggu

e wspolpracuje w grupie, petniac w niej okreslone role

» tworzy modele algebraiczne figur geometrycznych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e bank zadan
o grupadla grupy

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Z przygotowanego wczesniej przez nauczyciela banku zadan, dwaj wybrani uczniowie
losuja kolejno zadania i rozwiazujg je na tablicy lub ustnie, podajgc gtosno odpowiedz.
Zadania majg na celu powtorzenie wiadomosci dotyczacych tworzenia ,wzorkow”
geometrycznych i opisywania ich jezykiem arytmetyki. Powinny tez przypominac
sposob tworzenia zadan wielopoziomowych opartych na analogii.

2. Pozostali uczniowie oceniajg prace kolegow, jednoczesnie uzupetniajgc ich
odpowiedzi.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w matych grupach. Zapoznaja si¢ z materiatem zawartym w sekcji
LPrzeczytaj’ i z galerig zdje¢ interaktywnych. Nastepnie metodg grupa dla grupy
opracowujg zadania podobne do prezentowanych w galerii. Kazda grupa przygotowuje
3 ciggi zbudowane z figur geometrycznych wedlug ustalonej przez siebie reguly.

2. Grupy wymieniajg sie zadaniami i dorysowujg dwie nastepne figury i ustalajg
rekurencyjny sposob tworzenia nastepnych figur.

3. Kazda grupa powinna rozwigza¢ wszystkie zadania przygotowane przez pozostate

grupy.
Faza podsumowujaca:

1. Liderzy grup omawiaja sposob pracy w grupach, sposob petnienia rol w grupie.
Prezenterzy pokazujg rozwigzania wypracowane przez grupy.
Dyskusja - czy mozna tak zbudowa¢ wyrazy ciagu, aby okreslala je nie tylko jedna
reguta.
Podsumowaniem dyskusji powinno by¢ wspoélne wytworzenie kilku wyrazow takiego
wlasnie ciggu.



2. Nauczyciel podsumowuje przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow, ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych ustalaniu
wzoru ogolnego ciggu, w szczegolnosci podanego w sposoéb rekurencyjny.
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