Pochodna jako funkcja

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrodto: Katie Harp, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Pochodng funkcji mozemy zdefiniowac¢ jako miare szybko$ci zmian wartosci funkcii

w porownaniu do zmian jej argumentow. Ma ona szerokie zastosowanie w wielu
dziedzinach. Dzi¢ki pochodnej obliczymy predkos¢ chwilowg ciata w chwili ¢, chwilowe
natezenie pradu, gestos¢ masy w punkcie. W naukach ekonomicznych dzigki pochodne;j
mozemy policzy¢ maksymalny zysk przy minimalnym koszcie, koszt krancowy produkciji czy
tez utarg krancowy.

W tym materiale nauczysz si¢, jak wyznaczy¢ pochodne podstawowych funkcji. Wyznaczysz
tez optymalny rozmiar pewnejrabatki z kwiatami.

Twoje cele

e Wyznaczysz wzory na pochodne wybranych funkcji.
» Rozwigzesz proste zadanie optymalizacyjne.



Przeczytaj

Pochodna funkcji w punkcie

Zaczniemy od przypomnienia definicji pochodnejfunkcji w punkcie. Zatoézmy, ze mamy
dana funkcje f oraz punkt zo, nalezacy do jej dziedziny wraz ze swoim otoczeniem.
Pochodng funkcji w punkcie nazywamy granice ilorazu roéznicowego postaci

lim f(ﬂ?o-i-h;—f(wo)
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i oznaczamy przez f’(zg). Z geometrycznego punktu widzenia ilorazy réznicowe, ktore
rozwazamy, sg wspotczynnikami kierunkowymi siecznych do wykresu funkcii,
przechodzacych przez punkty (zg, f(xo)) oraz (xg + h, f(zo+ h)), apo przejsciu
granicznym przy h dgzacym do zera warto$¢ f’(zg) oznacza wspotczynnik kierunkowy
prostej stycznej do wykresu funkcji w punkcie (zg, f(zg)).

Przyktad 1

Wyznaczymy warto$¢ pochodnej funkcji f(z) = =3 w punkcie zy = 3.

Rozwigzanie

Dla dowolnego h mamy f(zo + h) = f(3 4+ h) = (3 + h)* = 27 4 27h + 9h2 + h3, zatem

£(3) = lim f(3+h}2—f(3) — lim 27+27h+£;lh2+h3—27 — lim (27+ oh + h2) — 97
h—0 h—0 h—0

Pochodna jako funkcja

W powyzszym przyktadzie wyznaczylismy wartoé¢ pochodnejfunkcji f(z) = z* dla jednego
punktu, ale mozemy jg obliczy¢ dla dowolnejwartosci .

Dla dowolnego h mamy wowczas:
F(zo+ h) = (o + h)* = x + 322h + 3xoh? + h?,
zatem
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= lim (32 + 3zoh + h*) = 3z

Warto$¢ z( byta dowolna, mozemy zatem powiedzie¢, ze skonstruowali$my funkcje f’, ktora
kazdemu rzeczywistemu argumentowi z przyporzadkowuje warto$¢ pochodnej funkcji f



w punkcie zg, czyli f'(z¢) = 3z3. Funkcje te nazywamy funkcja pochodna funkciji f lub
pochodna funkciji f.

Dla lepszej czytelnosci nie bedziemy juz uzywac¢ oznaczenia x, na argumenty funkcji f’, ale
bedziemy pisa¢ f’(z) = 3z* Mozemy rowniez pisa¢ (z3)’ = 3z2.

Podobnie moglibySmy wyznaczy¢ pochodng dowolnej funkcji potegowej, otrzymujac
(%) = azo!

Powyzszy wzor zachodzi rowniez dla niecatkowitych wartosci wyktadnika a.

Przyktad 2

Wyznaczymy funkcje pochodna funkcji f(z) = 2z°.

Rozwigzanie

Dla dowolnego h mamy:

h(z + k) = 2(z + h)° = 22° + 622k + 62h> + 2h°,

zatem
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Przyktad 3

Wykazemy, ze pochodna funkcji f(z) = ¥/z;  # 0; ma posta¢: f’(z) = w

Rozwigzanie
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Przyktad 4

Wykazemy, ze pochodna funkcji f(z) = ﬁ; z#0; ma postac: f'(x) = — =5
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Rozwigzanie
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Rozwigzemy na koniec zadanie o rabatkach z kwiatami.

Przyktad 5

Pewien ogrodnik zmuszony jest ogrodzi¢ swoja rabatke z kwiatami przed kozg sgsiada.
Chcialby postawic¢ ptot dookota rabatki, ale ma do dyspozyciji jedynie siatke o dtugosci 12
metrow. Wymyslit zatem, ze postawi ptot w taki sposob, zeby rabatka w ksztalcie
prostokata przylegata jednym bokiem do Sciany szopy na narzedzia. Jakie powinny by¢
wymiary bokow prostokatnejrabatki, zeby obejmowata jak najwieksze pole powierzchni
upraw?

Rozwigzanie

Rozwigzanie rozpoczniemy od oznaczenia dtugosci obydwu bokow przylegajacych do
Sciany szopy przez x. Wtedy dltugos¢ boku rownoleglego do $ciany bedzie rowna 12 — 2z
metrow, gdyz z 12 metrow siatki zabieramy dwa boki o dtugosci  metréow.

Pole ogrodzonejpowierzchni zalezato bedzie wowczas jedynie od wartosci z i wynosic
bedzie P(z) = z - (12 — 2z) = 122 — 2.
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Wykres zaleznosci pola rabatki A od dtugosci jednego z bokow x




Po narysowaniu wykresu tej funkcji widzimy, ze dla ¢ = 0 oraz z = 6 mamy sytuacje
skrajne o zerowym polu, ujemne wartosci dla z > 6, oznaczajgce brak siatki na
stworzenie plotu takich rozmiar6éw i dodatnie wartosci dla argumentoéw pomiedzy 0 i 6.

Widzimy rowniez, ze dla matych wartosci z warto$¢ funkcji ro$nie, a pézniej zaczyna
male¢. Optymalnym wymiarem dla x bedzie zatem taki punkt, w ktorym funkcja przestaje
rosngc i zaczyna malec.

Z geometrycznego punktu widzenia oznacza to punkt, w ktorym styczna do wykresu jest
pozioma, czyli jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny zero, a to oznacza, ze pochodna
P’ funkcji P musi by¢ rowna zero. Wyznaczymy zatem wzor na pochodng P’:
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Znalezienie punktu, w ktorym pochodna si¢ zeruje, oznacza rozwigzanie rownania
12 — 4z = 0, czyli z = 3. Ostatecznie mozemy powiedzie¢, ze optymalna rabatka bedzie

miata boki dtugosci 3 metry i 6 metréw i pole rowne 18 m?.

Stownik
funkcja pochodna

funkcja przyporzadkowujaca kazdemu argumentowi x warto$¢ pochodnej zadanej
funkcji w danym punkcie z



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiona na filmie metoda wyznaczania pochodnej funkcji f(z) = 2.
Sprébuj zapamieta¢ pochodne funkcji f(z) = <+ oraz f(z) = /z.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DK8DzXEEM

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczacego pochodnejjako funkcii.

Polecenie 2

Wyprowadz wzér na pochodng funkcji f(z) = % i swoj wynik poréwnaj ze wzorem
przedstawionym w filmie.

Polecenie 3

Wyprowadz wzor na pochodng funkgji f(:r:) = 4/ i swéj wynik poréwnaj ze wzorem
przedstawionym w filmie.



https://zpe.gov.pl/a/DK8DzXEEM

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wohisz poprawna liczbe.

Pochodna funkcji f(z) = z* wynosi -x3.

Cwiczenie 2

Wopisz poprawng liczbe.

Warto$¢ pochodnej funkcji y = 2 w punkcie g = 1 wynosi ’

Cwiczenie 3

Jaka bedzie wartos¢ pochodnej funkcji y = % w punkcie g = —1? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

zadna z przedstawionych
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Cwiczenie 4

Wskaz prawidtowa odpowiedz. Pochodng funkcji y = f(x) mozemy policzy¢ ze wzoru:

Q f’(w): lim f(x‘f‘h}z_f(m)
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Cwiczenie 5

Wskaz pochodna funkcji f(z) = 2z,

O Fla)=6a”
O ) ="1af
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O f(z)=2a°



Cwiczenie 6

Potacz w pary wzory funkcji i ich pochodne.
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Cwiczenie 7

2

Wyznacz funkcje pochodna funkcji f(z) = 3z — x*.

Cwiczenie 8

Wyznacz funkcje pochodna funkcji f(z) = 2 + 22




Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pochodna jako funkcja

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza wzory na pochodne wybranych funkciji;
e rozwiazuje proste zadanie optymalizacyjne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e analiza przypadkuy;
o dyskusja;



e pogadanka z wykorzystaniem filmu.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w grupach;

praca w parach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Wybrany uczen przypomina definicje pochodnej funkcji w punkcie.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta tre$¢ polecenia 1i wySwietla film samouczek.

2. Uczniowie pracujg w grupach metodg analizy przypadku. Analizujg przyktady 2 - 5
zawarte w czesSci ,Przeczytaj.

3. Po omowieniu przyktadow w grupach nauczyciel sprawdza zrozumienie sposobu
wyznaczania funkcji pochodne;j.

4. Nauczyciel prosi uczniow, aby w parach rozwigzali polecenie 2 z sekciji ,,Film
samouczek”.

5. Uczniowie wspolnie z nauczycielem konsultujg poprawnos$¢ wykonania polecenia.

6. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1, 2,5,61 7.

Faza podsumowujaca:

e Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi uczniow, wyjasnia pomyiki,
omawia poprawne rozwigzania na forum klasy.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja pozostate ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz sie” oraz polecenie 3 z sekcji
,Film samouczek”.

Materialy pomocnicze:

» Granica funkcji w punkcie wedtug Heinego
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e Granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku réoznych przedziatach
 Jak obliczy¢ pochodng funkcji w punkcie, korzystajac z definicji?
e Rownanie kwadratowe

Wskazowki metodyczne:

Film moze zosta¢ wykorzystany jako material powtorzeniowy przed sprawdzianem lub jako
pomoc w realizacji tematu ,Pochodne funkcji elementarnych”
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