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Zrédto: DC Irving, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Jednym z najwazniejszych poje¢ geometrii jest rownolegtos¢. To z nig matematycy zmagali
sie od starozytnosci i to ona doprowadzita do wyodrebnienia nowych dzialow matematyki.
W tejlekcji dowiesz sig, jak poznac, czy wektory o danych wspotrzednych sg rownolegle.
Wykorzystamy réowniez poznane kryterium do rozwigzywania zadan z geometrii
analityczne;j.

Twoje cele

e Rozpoznasz, czy wektory sg rownolegle po ich wspotrzednych.
o Wykorzystasz warunek rownolegtosci wektoréw do rozwigzywania zadan
z geometrii analityczne;j.




Przeczytaj

.....

rownolegle (sg zawarte w prostych rownoleglych).

Poznalismy juz kryterium rownolegtosci wektoréw umieszczonych na ptaszczyznie bez
uktadu wspolrzednych. Przypomnijmy, ze niezerowe wektory sa rownolegle wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka liczba rzeczywista k # 0, ze jeden z nich jest iloczynem drugiego
przez liczbe k.

Uzasadnimy teraz kryterium réwnolegtosci wektoréw w ukladzie wspotrzednych.

Rozwazmy niezerowe wektory U= [a; b] i v = [c; d] oraz zat6zmy, Ze sg one rownolegte.
Moze zaj$¢ jedna z mozliwosci:
1. Jesli a = 0, to wektor 0 jest rownolegly do osi y, zatem wektor v jest rowniez
rownolegty do osi y, co oznacza, ze ¢ = 0. Wobec tegoad —bc =0-d —b-0 = 0.
2.Jesli b = 0, to wektor 0 jest rownolegty do osi x, zatem wektor v jest rowniez
rownolegty do osi z, co oznacza, ze d = 0. Wobec tego
ad—bc=a-0—-0-c=0.
3.Jeslia # 01 b # 0, to wektor o nie jest rownolegly do zadnej z osi uktadu, zatem
wektor ¥ réwniez nie jest rownolegly do zadnejz osi ukladu, co oznacza, ze ¢ # 0 i
d # 0. Poniewaz wektory wiv sa rownolegle, to istnieje taka liczba rzeczywista
k # 0, ze jeden z nich jest iloczynem liczby k przez drugi. Przyjmijmy, ze U=k 7, co
jest rownowazne rownosci |a; b] = k - [c; d]. Dalejmamy [a; b] = [kc; kd], czyli a = ke i
b = kd, co prowadzi do rownan k = Lik= 7 z ktorych wynika, ze % = czyli

c
ad — bc = 0.
Z powyzszych rozwazan wynika kryterium rownolegtosci wektorow:

Niezerowe wektory U= [a; ] i v = [c; d] sa rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy miedzy
ich wspolrzednymi zachodzi zwigzek ad — bec = 0.

Przyktad 1

Wektory o wspoirzednych [2; —3] i [—6; 9] sg rownolegte, poniewaz

[—6;9] = —3 - [2; —3]. Mozna tez zastosowac poznane wczesniej kryterium i sprawdzié¢
réznice iloczynow wspotrzednych obu wektorow: 2 -9 — (—3) - (—6) = 18 — 18 = 0, co
rowniez potwierdza, ze s3 to wektory rownolegte.

Przyktad 2
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Wektory o wspotrzednych [2; —3] i [—6; 8] nie sg rownolegle. Mozna to stwierdzi¢ na
podstawie powyzszego kryterium sprawdzajac roznice iloczynow wspotrzednych obu
wektorow:2 -8 — (—=3) - (—6) = 16 — 18 = —2 # 0.

Przyktad 3

Wyznaczymy warto$ci parametru m, dla ktorych wektory o wspotrzednych [m; 1] oraz
[9; m] sa rownolegte. Po zastosowaniu kryterium réwnolegto$ci wektorow w uktadzie
wspotrzednych otrzymujemy réwnanie: m? — 9 = 0, ktérego pierwiastkami sg liczby 3 i
—3. Rzeczywiscie w obu przypadkach otrzymujemy pary wektorow réwnolegtych:
wektor o wspotrzednych [3; 1] jest rownoleglty do wektora o wspotrzednych [9; 3] oraz

wektor o wspotrzednych [—3; 1] jest rownoleglty do wektora o wspotrzednych [9; —3).

Stownik
kryterium réwnolegtosci wektorow w uktadzie wspétrzednych

twierdzenie orzekajgce, ze niezerowe wektory o wspotrzednych [a; b] i [c; d] sa
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspolrzedne spelniajg zaleznos¢: ad — be = 0

wektory réwnolegte
wektory, ktorych kierunki sg prostymi rownoleglymi
kryterium réwnolegtosci wektorow

dwa niezerowe wektory sa rownolegte dokladnie wtedy, gdy jeden z nich jest iloczynem

drugiego przez liczbe r6zna od zera
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Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj zawartos¢ ponizszej prezentacji multimedialnej oraz rozwiagz ponizsze zadania.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DI1HVczyNd

Polecenie 2

Rozstrzygnij, czy wektory o podanych wspétrzednych sg rownolegte. Wskaz zdania
prawdziwe.

[ ] Wektory o wspotrzednych [0, 5; —0, 7] i [1; —1, 4] sa réwnolegte.
(] Wektory o wspétrzednych [2\/5; %} i [—4; —1] sa réwnolegte.

[ ] Wektory o wspétrzednych [10; —15] i [15; 10] sa réwnolegte.
[ ] Wektory o wspétrzednych [10; —15] i [—2; 3] sa réwnolegte.
[

Wektory o wspdtrzednych [0, 3; —0, 6] i [—1, 5; 3] sa rownolegte.



https://zpe.gov.pl/a/D1HVczyNd

Polecenie 3



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

—— . .
Ustal, czy wektory u i v sg réwnolegte. Zaznacz poprawne stwierdzenie.

Wspétrzedne Wspétrzedne Wektory sa Wektory nie sa
wektoraE) wektora? réwnolegte réownolegte
[2; 3] [—4; —6] ] ]
[5; 6] [—15; —19] (] )
[10; —20] [2; —4] ] OJ
[—30; 45] [—6;7] ] OJ
Cwiczenie 2 @

Wiadomo, ze wektory u i v sg rownolegte. Wyznacz wartos$¢ x.

Wspétrzedne wektora u Wsp6trzedne wektora v Wartosc x
[4; 3] [—4; z]
2; 6] [x; 18]
[z; —2] 2; —4]
[—3; x] [—6; 10]




Cwiczenie 3 >

Wskaz wspotrzedne wektorow réwnolegtych do Wektoraﬁ.

Wspotrzedne wektoraE)

[2; 3] 6;4] (] 3;-2] [ [4;,—6] (]
6; -8 12;16] [ 3-4 [ | [12-16 O
[—40; —60] [—20; -30] () [10;15] (] [~2;-3] (]
[—5;7] 2,5;-3,5] () 2;-3] [ [—2;3] (]
Cwiczenie 4 C
Potacz w pary wspétrzedne wektoréw, ktoére sa rownolegte.
[\/552\/5] [274]
V6~V [0, (3); 1]
[2;—1] [@—%}
avEi2va 26,3
Cwiczenie 5 O

W trapezie o podstawach ABiCD danesa A = (1;2), B= (—1;-2),C = (2; —6).
Wiadomo réwniez, ze podstawa C'D jest dwa razy dtuzsza niz podstawa AB. Oblicz

wspotrzedne wierzchotka D tego trapezu.




Cwiczenie 6 ®
Dany jest tréjkat o wierzchotkach A = (1;2), B = (3; —4), C = (—5; —2). Niech
punkty K, L, M oznaczajg odpowiednio $rodki bokéw AB, BC'i AC. Znajdz

wspotrzedne wektorow K 13, LM , M I{' .

Cwiczenie 7 @
Dany jest czworokat o wierzchotkach A = (—6;2), B = (—4;6), C = (4;2),
D = (—1; —8). Wiadomo, ze punkty K i L s3 odpowiednio $srodkami bokéw AD i

BC'. Uzasadnij, ze czworokat ABC' D jest trapezem, a nastepnie wyznacz wspotrzedne

o
wektora K L.

Cwiczenie 8 @

Dla jakich wartosci parametru m podane wektory sg rownolegte?

Wspétrzedne wektora o’ Wspétrzedne wektora v Wartos¢ parametru m
2+ m; 3] [2m; —4]
[m + 3; —2] [—3m; 5]
[3;2m + 1] [2; 2m)]
[2;m + 6] [3;m]




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wektory rownolegle w ukladzie wspoirzednych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugos¢, dodaje
wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zarowno analitycznie, jak
i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:

e Rozpoznasz, czy wektory sa rownolegle po ich wspotrzednych.
o Wykorzystasz warunek réwnolegtosci wektoréw do rozwigzywania zadan z geometrii
analityczne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Prezentacja multimedialna”
i ¢twiczenia interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;
praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Wektory rownolegte w uktadzie wspotrzednych”
i celow zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Prowadzgacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwiazywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

2. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktore mieli podczas ich
wykonywania.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sig jak...”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzujg i na nastgpnejlekcji porownuja wyniki.



Materialy pomocnicze:
o Wspolrzedne wektora w ukladzie wspotrzednych
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” do pracy
przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na
zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Wektory
rownolegle w ukladzie wspotrzednych”


https://zpe.gov.pl/b/wspolrzedne-wektora-w-ukladzie-wspolrzednych/PslLsnhUd

