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Zastosowanie klasycznego modelu

prawdopodobienstwa

Zrédto: Stefan Keller, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Jeszcze w poczatkach XX wieku wielu przedsiebiorcow, finansistow, a nawet politykow,
przed podjeciem waznej decyzji, zasiegato rady wrozki. Teraz z pomocq przychodzi
rachunek prawdopodobienstwa. Za jego pomocq mozna wyliczy¢ szanse powodzenia
danego przedsiewziecia.



Wiézka
Artysta: Georges de La Tour
Rok do. 1630

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Najprostszym narzedziem rachunku prawdopodobienstwa jest klasyczna definicja
prawdopodobienstwa, ktora podaje gotowy wzor do wyznaczania prawdopodobienstwa.

W tym materiale podamy przyktady zastosowania tej definicji do wyznaczania
prawdopodobienstwa zdarzen w zbiorach skonczonych.

Twoje cele

o Okreslisz liczbe zdarzen sprzyjajgcych danemu zdarzeniu.
o Okreslisz liczbe zdarzen elementarnych danego doswiadczenia losowego.
e Obliczysz prawdopodobienstwo zajScia danego zdarzenia, korzystajac z klasycznej

definicji prawdopodobienstwa.




Przeczytaj

Podamy teraz mozliwoSci zastosowania klasycznej definicji prawdopodobienstwa, na
przykladzie zadan ,,0 rzutach”, ,o losowaniu” i ,0 liczbach” W materiale zawarte s3 zadania
o niewielkim stopniu trudnosci, jako zadania wprowadzajgce w tematyke zwigzana

z wykorzystaniem modelu prawdopodobienstwa klasycznego.

Na poczatek przypomnienie definicji, z ktorej bedziemy korzystac.
Definicja: Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych.

Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A C (2 nazywamy liczbe:

P(A) = 4

Wazne!
W klasycznym schemacie obliczania prawdopodobienstwa zaktada sie, ze:

 zbior wszystkich zdarzen elementarnych jest zbiorem skonczonym,
» wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne.

Korzystajac z tych zatozen (nie powtarzajac ich za kazdym razem) bedziemy rozwigzywac
wszystkie zadania w tym materiale.

Zadania , 0 rzutach”

Najczesciej spotykang klasg zadan z rachunku prawdopodobienstwa s zadania zwigzane

z rzutami kostkg do gry lub moneta. Przyjmujemy przy tym, ze kostka do gry jest
symetrycznym szeScianem (tzn. tak zbudowanym, ze szansa otrzymania kazdego uktadu
oczek jest taka sama). Podobnie, zaktadamy, ze moneta wykorzystywana w doswiadczeniach
jest symetryczna.

Przyktad 1

Rzucamy dwa razy kostka do gry. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze suma
wyrzuconych oczek bedzie mniejsza od 6.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na otrzymaniu sumy oczek mniejszej od 6.




Aby wyznaczy¢ moc zbioru zdarzen elementarnych, korzystamy z reguly mnozenia.
2 =6-6=36

Rozwigzanie zadania wymaga wypisania wszystkich zdarzen sprzyjajacych.
A=1{1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4, 1)}

Stad:

A = 10

Na podstawie klasycznej definicji prawdopodobienstwa:

PA=%=%
Odpowiedz:

5

Prawdopodobienstwo wyrzucenia sumy oczek mniejszej od 6 jest rowne ¢

Przyktad 2

Rzucamy trzykrotnie moneta. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze orzet wypadt tylko
raz.

Oznaczmy:
O - zdarzenie polegajgce na tym, ze orzel wypadt tylko raz.

Korzystamy z reguty mnozenia.
2=2-2.-2=28
Wypisujemy zdarzenia sprzyjajace:
O={(, R, R), (R, 0, R), (R, R, 0)}
Stad:
0l =3
Zatem:
P(0) = §
Odpowiedz:
3

Prawdopodobienstwo wyrzucenia orta doktadnie raz jest rowne ..

Przyktad 3


javascript:void(0);

Rzucamy kostka i monetg. Obliczymy prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki i parzystej
liczby oczek.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu reszki i parzystejliczby oczek.

Rzucamy kostka - 6 mozliwosci,
rzucamy monetg - 2 mozliwosci.
Zatem:

Q2 =6-2=12

W tym przypadku nie jest wazna kolejnos¢, w jakiej rzucalisSmy kostkg i moneta - mozemy
przyjac¢, ze rzucamy jednoczesnie.

Zdarzania sprzyjajace
A={(2, R), (4, R), (6, R)},czyli |A| =3
Szukane prawdopodobienstwo jest wiec rowne:

P(A)= %=1

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki i parzystej liczby oczek jest rowne %.

Zadania o losowaniu

W zadaniach o losowaniu wazne jest dokladne przeanalizowanie tresci, aby ustali¢, czy ma
by¢ to losowanie ze zwracaniem, czy bez zwracania.

W losowaniu ze zwracaniem (losowaniu z powtorzeniami) wylosowany obiekt trafia
z powrotem do puli przed nastepnym powtorzeniem losowania. Zatem dany obiekt moze
by¢ wylosowany wielokrotnie. Dobre przyktady to rzut moneta lub rzut kostka.

W losowaniu bez zwracania wylosowany obiekt nie trafia z powrotem do puli, wiec nie
mozna go wylosowac przy nastepnym losowaniu. Dobrym przyktadem moze by¢ tworzenie
z danych cyfr liczby o niepowtarzajacych si¢ cyfrach.

Przyktad 4

W urnie znajduje sie 5 kul zielonych i 6 biatych. Losujemy kolejno, bez zwracania, trzy
kule. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze za trzecim razem wylosujemy kule zielona.




Skoro losujemy kule bez zwracania, to znaczy, ze wylosowanych kul nie wrzucamy juz
z powrotem, zatem liczba kul w urnie po kazdym losowaniu zmniejsza sie¢.

W urnie poczatkowo byto 5 4 6 = 11 kul.

Pierwszg kule losujemy wiec sposrod 11 kul, druga sposrod 10 kul, a trzecig sposrod 9
kul.

Z reguty mnozenia wynika, ze:
2 =11-10-9 =990

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu za trzecim razem kuli zielone;.

Zdarzeniu A sprzyjajg zdarzenia, w ktoérych na trzecim miejscu jest kula zielona, na
pierwszym dowolna z 11 — 1 = 10 kul, a na drugim dowolna z pozostatych 9 kul.

|A| =10-9-5 =450

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest réwne:

P(A) = 57 = 1

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo wylosowania za trzecim razem kuli zielonejjest rowne 15—1

Przyktad 5

Z urny zwierajacej 3 kule biate i 7 czarnych, losujemy bez zwracania 3 kule. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania co najmniej dwoch kul czarnych.

Z tresci zadania wnioskujemy, ze nie wazna jest kolejnos¢ w jakiejlosujemy kule, a jedynie
kolor.

Losujemy trzy spos$rod dziesieciu kul, stad:

10
Q| = =12
Q| (3) 0

Oznaczmy:
C - wylosowanie co najmniej dwoch kul czarnych.

Zdarzeniu C sprzyjaja zdarzenia: wylosowano trzy kule czarne, wylosowano dwie kule
czarne i jedna biala.

W pierwszym przypadku trzy kule czarne losujemy sposrod siedmiu czarnych.



W drugim przypadku losujemy dwie kule czarne spos$rod siedmiu czarnych i jedng bialg
sposrod trzech biatych.

Z reguly dodawania wynika, ze:

- )+ ()-() -

Szukane prawdopodobienstwo jest wiec rowne

P(C)=-8 =2

120 — 60
OdpowiedZ:
Prawdopodobienstwo wylosowania co najmniej dwoch kul czarnych jest rowne %.

Zadania o liczbach

Rozwigzanie zadania o liczbach z reguly wymaga przeprowadzenia prostych rozumowan,
prowadzgcych do wyznaczenia liczby zdarzen sprzyjajagcych danemu zdarzeniu. Czesto
przy tym korzysta sie z teorii podzielnosci.

Przyktad 6

Liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6 ustawiamy losowo jedna za drugg. Obliczymy prawdopodobienstwo,
ze suma kazdych dwoch sasiednich, ustawionych w ten sposob liczb, bedzie liczba
nieparzysta.

Aby okresli¢ liczbe mozliwych ustawien w szeregu szeSciu podanych liczb, korzystamy ze
wzoru na liczbe permutacji zbioru sze$cioelementowego.

Q] =6!=1-2-3-4-5.6="T20

Suma dwoch liczb jest nieparzysta, jezeli jedna z tych liczb jest parzysta, a druga
nieparzysta.

Zatem liczby parzyste i nieparzyste muszg sta¢ na przemian.
Na przykitad:
1,2,3,4,5,6lub6,5,4,3,2,1

Widac wigc, ze mamy dwie mozliwosci — ustawiajac liczby mozna zaczac od liczby
nieparzystej lub od liczby parzyste;.

Sa trzy liczby nieparzyste — mozna je ustawi¢ na 3! = 6 sposobow. Mamy tez trzy liczby
parzyste, zatem, zgodnie z regula mnozenia, w pierwszym przypadku jest 6 - 6 = 36




mozliwosci. Podobnie w drugim przypadku.

Wynika z tego, ze

_ 36436 _ 72 _ 1
P="50 = 720 — 10
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo, ze suma kazdych dwoch sgsiednich liczb, bedzie liczbg
nieparzysta jest rowne 1—10.

Przyktad 7

Na stole leza karteczki, na ktorych zapisane sa liczby od 1 do 8 - na kazdej kartce jedna
liczba. Wyciagamy jednoczesnie trzy karteczki. Obliczymy prawdopodobienstwo zajScia
zdarzenia S - jedna z wylosowanych liczb jest rowna sumie dwéch pozostatych liczb.

Z treSci zadania wynika, ze mamy doczynienia z losowaniem bez zwracania, w ktorym nie
jest wazna kolejnosc¢, w jakiej losujemy karteczki z liczbami.

Wypisujemy wszystkie zdarzenia, sprzyjajagce zdarzeniu S (tu rowniez nie jest wazna
kolejnos¢ wypisywania liczb).

S =1{(3,1,2),(4,1,3),(5,1,4),(5,2,3),(6,1,5), (6,2,4), (7,1,6),
(7,2,5),(7,3,4), (8,1,7),(8,2,6), (8,3,5) }

Zatem:

S| =12

Obliczamy prawdopodobienstwo, korzystajgc ze wzoru na podobienstwo klasyczne.
P(S) =% =11

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo, ze jedna z wylosowanych liczb jest rowna sumie dwoch

pozostatych liczb jest rowne %.

Stownik

klasyczna definicja prawdopodobienstwa



niech (2 bedzie skonczonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych; prawdopodobienstwem zajScia zdarzenia A C €2
nazywamy liczbe:



Animacja

Polecenie 1

Moze wyda ci sie to dziwne, ale teoretyczne modele rachunku prawdopodobienistwa zaczynaty
ugruntowywac sie dopiero w XIX wieku. Zauwazono wtedy wiele niescistosci w juz
powstatych twierdzeniach i definicjach. Obejrzyj animacje, zawierajagca opis rozumowania
francuskiego matematyka Josepha Bertranda, ktéry uzasadniat, ze prawdopodobienstwo nie
jest wyznaczone jednoznacznie. Wywody te znane s3 dzisiaj pod nazwg paradoksu Bertranda.

Opieraja sie one o geometryczng definicje prawdopodobienstwa, w ktoérej zaktada sie, ze
wyniki doswiadczenia losowego mozna zinterpretowac jako punkty pewnego obszaru. Jesli
kazdy wynik jest jednakowo prawdopodobny, to prawdopodobienstwo zajscia danego
zdarzenia mozna obliczy¢ np. jako stosunek miary pola odpowiadajgcej mu czesci obszaru do

miary catego obszaru.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIFmsIKiG

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacej zastosowania klasycznego modelu
prawdopodobienstwa.

Polecenie 2

Rozumowanie, ktore przeprowadzit Bertrand pokazuje, ze obliczajgc prawdopodobienstwo
zajscia tego samego zdarzenia, mozna otrzymac trzy rézne wyniki. Wyjasnij, dlaczego.



https://zpe.gov.pl/a/D1FmsJKiG

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 49, 50} losujemy jedng liczbe.
Prawdopodobienstwo, ze liczba ta jest podzielna przez 2 lub przez 3 jest rowne:

33

50

o O O
b=

41
O %
Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Na stole lezg 2 kule niebieskie, 3 zielone i 5 czerwonych.
Losujemy kolejno dwie kule ze zwracaniem. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na
wyciagnieciu za drugim razem kuli niebieskiej, mozna wyznaczy¢, obliczajac:

O 2-14+3-2+5-2
90

3-245-2
O %=

O 2:2+3-2+5-2
100

3:2+5-2
O 1—6_0



Cwiczenie 3

W urnie jest 5 kul biatych i 7 czarnych. Losujemy dwie kule bez zwracania. Zaznacz wszystkie
zdania prawdziwe.

[ ] Woylosowanie dwéch kul w réznych kolorach jest wieksze od 50%.

Jesli losowanie bytoby losowaniem ze zwracaniem, prawdopodobienstwo
(] wylosowania dwéch kul biatych bytoby o ﬁl—i mniejsze, niz wylosowanie dwoch kul
w réznych kolorach.

0 Woylosowanie dwéch kul biatych jest wieksze, niz wylosowanie dwéch kul
w réznych kolorach.

[ ] Wylosowanie dwdch kul biatych jest mniejsze od 20%.

Cwiczenie 4

Doswiadczenie polega na rzucie dwiema kostkami. Potacz opis zdarzenia
z prawdopodobienistwem zajscia tego zdarzenia.

Suma liczb wyrzuconych oczek nie jest

5
liczba parzysta mniejsza od 6. 8
Suma liczb wyrzucanych oczek jest nie 1
wieksza niz 4. 3

Suma liczb wyrzuconych oczek jest
mniejsza od 5 lub jest rowna co %

najmniej 10.

Suma liczb wyrzuconych oczek nie jest 8
9

rowna 7.



Cwiczenie 5

W koszu znajduja sie pitki brazowe i z6tte - razem 200 pitek. Brazowe pitki stanowia 0, 025
wszystkich pitek. Wyciggamy trzy pitki.
Uzupetnij zapisy, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

____________________

____________________

5 195 195 195
G) | ()

200 200 200 200
GG




Cwiczenie 6

W pierwszej urnie sg dwie kule brazowe i trzy kule czerwone, a w drugiej jedna bragzowa
i dwie czerwone.

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Aby prawdopodobienstwo wyciagniecia kuli czerwonej z drugiej urny byto
(] dwukrotnie wieksze niz z pierwszej, nalezy do drugiej urny dotozy¢ cztery kule
czerwone i 3 bragzowe, a do pierwszej urny nalezy dotozy¢ pie¢ kul bragzowych.

Jesli z pierwszej urny przetozymy do drugiej jedng kule bragzowa, to teraz
(] prawdopodobienstwo wyciagniecia kuli brazowej z pierwszej urny bedzie takie
samo, jak z drugiej.

0 Jesli kule z obu urn przesypiemy do pustej trzeciej urny, to prawdopodobieristwo
wylosowania kuli brazowej z trzeciej uryny bedzie wieksze niz 30%.

Jesli z pierwszej urny przetozymy do drugiej jedng kule czerwona, to teraz

(] prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej z drugiej urny bedzie wigksze niz
Z pierwszej.



Cwiczenie 7 @

Uzupetnij rozwigzanie ponizszego zadania, wpisujgc odpowiednie liczby. Sposréd liczb
1000, 1001, 1002, ..., 9998, 9999 wylosowano jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze jest to liczba parzysta, ktorej cyfra setek tez jest parzysta. Wynik podaj w procentach.

Rozwiazanie:

1. Do zbioru zdarzen elementarnych nalezg kolejne liczby naturalne wieksze od 999 i mniejsze
od 10000, jest ich | |

Zatem |Q| :‘ ’

2. Wylosowana liczba musi by¢ nie mniejsza od ‘

Zatem jej cyfra jednosci tysiecy jest jedna zcyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8lub 9.

Jest wiec ‘ ’ mozliwosci wyboru cyfry jednosci tysiecy.

Cyfra setek wylosowanej liczby musi by¢ parzysta - jest Wiec‘ ’ mozliwosci

wybory tej cyfry.

Cyfra dziesigtek moze by¢ dowolng cyfrg - jest wiec ‘ ’ mozliwosci wyboru tej
cyfry.
Liczba jest parzysta, zatem jest ’ mozliwos$ci wyboru cyfry jednosci.

Wynika z tego, ze liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu: wylosowana liczba jest parzysta

i cyfra setek tej liczby jest réwniez parzysta, jest rowna ‘ ’

Wynika stad, ze:
p= H ’:‘ ’%

Cwiczenie 8 @

Dane s3 dwie dodatnie liczby naturalne n i m takie, ze n > 100,1 < m < n.

Sposréd zapisanych na kartce n kolejnych liczb naturalnych, wybieramy w sposéb losowy
najpierw jedng, a nastepnie drugg liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo, ze jedna
z wylosowanych liczb jest mniejsza od m, a druga wieksza od m.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie klasycznego modelu prawdopodobienstwa

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa III lub IV
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 okreslaliczbe zdarzen sprzyjajacych danemu zdarzeniu

» okresla liczbe zdarzen elementarnych danego doswiadczenia losowego

 oblicza prawdopodobienstwo zajScia danego zdarzenia, korzystajac z klasycznej
definicji prawdopodobienstwa

» dobiera odpowiedni model matematyczny do sytuacji probabilistycznej z kontekstem
realistycznym

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» symulacja



graffiti

Formy pracy:

praca w parach
praca w grupach
praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

kostki do gry, monety

kolorowe kule, pudetka, karteczki z zapisanymi liczbami

katony, mazaki

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

5.

Uczniowie pracujg w parach. Ich zadaniem jest wymyslenie zasad dwuosobowej gry
w kosci, tak aby gra byla sprawiedliwa (czyli aby kazdy z graczy miat rowne szanse
wygranej). Powinni tez okresli¢ prawdopodobienstwo wygrania dla kazdego z graczy
(przy czym prawdopodobienstwo nie moze wynosic 0, 5).

. Nastepnie uczniowie graja w wymyslong przez siebie gre, notujg wyniki i ustalaja

zwyciezce po kilku rozegranych partiach (liczbe partii okreslajg wczesniej).

. Dyskusja - dlaczego w grze, ktora jest grg sprawiedliwg, mozna przegrac?

W jaki sposob mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo wygrania?

. Uczniowie przypominajg krotko znane im wiadomosci z rachunku

prawdopodobienstwa (koniecznie powinni przypomniec klasyczng definicje
prawdopodobienstwa).
Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

2.

3.

Uczniowie pracuja w matych grupach. Zapoznaja si¢ z trescig kazdego z przyktadow
podanych w sekcji ,,Przeczytaj”. Przed przeczytaniem rozwigzania, sami okreslajg
prawdopodobienstwo zaj$scia danego zdarzenia i metodg symulacji, wyprobowujg

w praktyce (korzystajac z przygotowanych przez nauczyciela kul, karteczek z liczbami,
kostek) swoje przypuszczenia.

Koncowym elementem tej czesci zajec jest zapisanie na tablicy wymyslonych przez
grupy zadan, podobnego typu jak w sekciji ,Przeczytaj’. Rozwigzanie tych zadan bedzie
pracg domowg dla wszystkich uczniow.

Uczniowie wspolnie ogladajg animacije, ktora moze by¢ poczatkiem dyskusji na temat
znanych juz uczniom definicji prawdopodobienstwa.



Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie pracujg indywidualnie, rozwigzujac ¢wiczenia interaktywne.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnos$ci. Liderzy grup opowiadaja o pracy
swoich grup, prezentujg ciekawsze wnioski i pomysty.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

4. Na zakonczenie zaje¢ uczniowie wykonuja wspolne graffiti, na ktorym umieszczaja
pytania, problemy, uwagi, ciekawostki, itp. na temat wykorzystania klasycznej definiciji
prawdopodobienstwa.

5. Graffiti moze by¢ zaczatkiem nastepnejlekcji lub zmienia¢ si¢ na kolejnych lekcjach -
uczniowie beda mogli dopisywac lub zmienia¢ elementy graficzne - w miare rozwoju
umiejetnos$ci zwigzanych z rachunkiem prawdopodobienstwa.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja zadania, przygotowane przez kolegow i kolezanki (te, ktore zostaty
zapisane w czasie lekcji na tablicy).

Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wtasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana w czasie zajg¢ poswieconych paradoksom
matematycznym.
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