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Najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb wykorzystujemy na przyktad skracajgc utamki
zwykle. Ale pojecie to jest stosowane nie tylko w odniesieniu do liczb. Uzywa si¢ go rowniez
w przypadku wyrazen algebraicznych, funkcji lub innych zbiorow obiektow
matematycznych, ktérych omawianie pomija si¢ w trakcie nauki w szkole.

W tejlekcji stosujemy rozkiad liczb na czynniki pierwsze oraz tzw. algorytm Euklidesa do
wyznaczania najwiekszego wspolnego dzielnika liczb naturalnych.

Twoje cele

o Wyznaczysz najwigkszy wspolny dzielnik dwu lub wiecejliczb naturalnych.
o Wykorzystasz rozktady na czynniki pierwsze w celu wyznaczenia najwiekszego
wspolnego dzielnika liczb naturalnych.

» Rozpoznasz liczby wzglednie pierwsze.



Przeczytaj

Najwiekszy wspolny dzielnik przynajmniej dwoch liczb naturalnych to najwigksza liczba
naturalna, ktora dzieli wszystkie rozwazane liczby.

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b bedziemy oznacza¢ NW D(a, b).
Przyktad 1
Wyznaczymy wszystkie dzielniki liczb 12 i 30.

Zbior wszystkich dzielnikow liczby 12: D1 = {1, 2, 3, 4, 6, 12}, zbior wszystkich
dzielnikow liczby 30: D3y = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. Widzimy, ze wspolnymi
dzielnikami sg liczby: 1, 2, 3, 6.

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem jest liczba 6, co zapiszemy NW D(12, 30) = 6.
Sposob pokazany w przykladzie 1 daleki jest od optymalnego.

Okazuje sie, ze wcale nie potrzebujemy wyznacza¢ wszystkich dzielnikow (ktérych moze
by¢ bardzo duzo) rozwazanych liczb. Przeanalizuj doktadnie ponizsze przykiady.

Przyktad 2

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb 6 i 15 to 3. Latwo to zauwazy¢, gdy rozwazane liczby
roztozymy na czynniki pierwsze: 6 = 2 - 3 oraz 15 = 5 - 3. Jedynym wspolnym
dzielnikiem (poza jedynkgq) jest liczba 3.

Zatem NWD(6, 15) = 3.

Najwiekszy wspolny dzielnik najtatwiej wyznacza sie znajgc rozklad na czynniki pierwsze
rozwazanych liczb.

Przyktad 3
Wyznaczymy INW D dla kilku zestawow liczb.

NWD (23 5% 5. 32) = 5, poniewaz 5 to jedyny czynnik pierwszy, ktory dzieli kazda
zliczb 23 - 52i5 - 32,

NWD(2%-52%, 5-2%) =522 poniewaz 5 oraz 2% to najwieksze potegi liczb pierwszych,
ktore dzielg kazdg z liczb 23 - 52i 5 - 22,

NWD(3%-2°.7%,5%. 3. 7%) = 3%. 7% = 3087, poniewaz 3% oraz 7° to najwieksze
potegi liczb pierwszych wystepujace w rozktadach kazdejz liczb 32 - 2° - 731 5% . 34 . 7°,
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NWD (23 .52, 5.2% 22. 34) = 22 poniewaz 22 to najwieksza potega liczby pierwszej,
ktora wystepuje w rozkladzie kazdejz liczb 23 - 52, 5 - 22 oraz 22 - 3%,

NWD(2°- 73, 5%-3%) =1, poniewaz liczby 2° - 73 oraz 5° - 3 nie maja zadnych
wspolnych dzielnikow pierwszych.

Przyktad 4

Wyznaczymy najwiekszy wspolny dzielnik dla liczb 2520 oraz 6750.

Najpierw roztozymy kazda z nich na czynniki pierwsze.

2520
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Sprawdzmy, ktore liczby pierwsze powtarzaja si¢ w rozktadach kazdejz danych liczb.



2520 |(2) 6750 |(5)
1260 | 2 1350 | 5
630 | 2 270 | 3
315 |(B) 90 |(3)
63 |(3) 30 | (3)
21 |(3) 10 [(2)
717 515

1 1

W obu rozktadach powtarzaja si¢: liczba 5, druga potega liczby 3 oraz liczba 2.

Oznacza to, ze NWD(2520, 6750) = NWD(2*-3*.5-7, 2. 3*.5%) =2-3%.5 = 90.
Przyktad 5

Wyznaczymy najwiekszy wspolny dzielnik dla liczb 3150, 2205 oraz 900.

Najpierw roztozymy kazdg z nich na czynniki pierwsze:

3150 | 2 2205 | 5 900 | 2
1575 | 5 441 | 3 450 | 2
315 | 5 147 | 3 225 | 3
63 | 3 49 | 7 75| 3
21 | 3 7|7 25 | 5
[ 1 515

1 1

Sprawdzmy, ktore liczby pierwsze powtarzajg sie w rozkladach kazdejz danych liczb.
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We wszystkich rozktadach powtarzajg si¢: liczba 5 oraz druga potega liczby 3.

Oznacza to, ze
NWD(3150, 2205, 900) = NWD(2-3*-52.7, 3%.5.7% 2%2.3%2.5%) =

=5-32=45

Mowimy, ze dwie (lub wiecej) liczby naturalne s3 to liczby wzglednie pierwsze, jesli ich
najwiekszy wspolny dzielnik jest rowny 1.

Przyktad 6

Liczby 10 i 15 nie sg wzglednie pierwsze, poniewaz NWD(10, 15) =5 > 1.
Liczby 10 i 21 sg wzglednie pierwsze, poniewaz NWD(10, 21) =1

Liczby 6, 10 i 15 s wzglednie pierwsze, poniewaz NW D(6, 10, 15) = 1.

Liczby 6, 10 i 15 nie s3 parami wzglednie pierwsze, poniewaz mozna wybrac z nich pare
liczb, ktore nie sg wzglednie pierwsze, np. NW D(6, 10) = 2.

Liczby 26, 33 i 35 sg wzglednie pierwsze, poniewaz NWD(26, 33, 35) = 1.

Liczby 26, 33 i 35 s3 parami wzglednie pierwsze, poniewaz kazde dwie sposrod nich sg
wzglednie pierwsze: NW D(26, 33) = 1, NWD(33, 35) =1, NWD(26, 35) = 1.

Wazne!
Algorytm Euklidesa

Do wyznaczania najwickszego wspolnego dzielnika dwoch liczb mozemy wykorzystac
algorytm, ktory opisat juz Euklides zyjacy na przetomie IV i Ill wieku przed nasza era.
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Uogolnienia i modyfikacje tego algorytmu sg stosowane rowniez dzi$, co sprawia, ze
algorytm Euklidesa jest jednym z najstarszych ciggle uzywanych algorytmow. Algorytm
Euklidesa opiera si¢ na prostej obserwacii: jezeli liczba naturalna d dzieli liczby naturalne
aib, to dzieli rowniez ich réznice. Rzeczywiscie jesli d = NWD(a, b), wowczas istniejg
takie wzglednie pierwsze liczby naturalne ki [, dla ktérych a = d - k oraz b = d - l. Niech
ponadto a > b. Wowczasa —b=d-k—d-l=d- (k—1),cooznacza, ze liczba (a — b)
réwniez dzieli sie przez d. A to z kolei oznacza, ze zaré6wno roznica liczb bi (a — b), jak

i roznicaliczb ai (a — b) dzielg si¢ przez d. Powtarzanie odejmowania doprowadza

w koncu do otrzymania d.

Przyktad 7
Wyznaczymy najwiekszy wspolny dzielnik liczb 984 i 1435.

Poniewaz najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb naturalnych dzieli réwniez ich
roznice, wiec NWD(984, 1435) = d dzieli liczbe 1435 — 984 = 451.

Poniewaz d dzieli liczby 984 i 451, to dzieli rowniez ich réznice 984 — 451 = 533 ().
Zatem d dzieli liczby 533 i 451, czyli podzieli rowniez ich réznice 533 — 451 = 82.
Teraz wiemy juz, ze d dzieli liczby 451 i 82, stad d dzieli 451 — 82 = 369 (*x).
Poniewaz d dzieli liczby 369 i 82, wiec dzieli rowniez 369 — 82 = 287.

Wiadomo, ze d dzieli liczby 287 i 82, zatem dzieli tez 287 — 82 = 205.

Skoro d dzieli liczby 205 i 82, to dzieli réwniez 205 — 82 = 123.

Poniewaz d dzieli liczby 123 i 82, wiec dzieli tez 123 — 82 = 41.

Teraz mozna juz zauwazyc, ze skoro d dzieli 82 i 41 i jest najwiekszym z mozliwych
wspolnych dzielnikow tych liczb, to d = 41.

Zwro¢ uwage, ze powyzsze rozwigzanie mozna byto skroci¢. W miejscu oznaczonym ()
zamiast od liczby 984 odejmowac liczbe 451 mozna bylo odjac jej dwukrotnos¢, czyli

2 - 451 = 902. Jako argument pozwalajacy na odejmowanie z takim rozmachem wystarczy
przywotac fakt, ze jesli d dzieli liczbe, to podzieli réwniez jej wielokrotno$¢. Zatem

w miejscu (*) wykonamy odejmowanie 984 — 2 - 451 = 984 — 902 = 82. Zgodnie ze
sposobem opisanym powyzej wykonalibySmy odejmowanie liczb 451 i 82 tak jak w miejscu
(*x), ale tu rowniez mozemy zaoszczedzi¢ troche czasu i zauwazy¢, ze zamiast od 451
odejmowac 82, rozwigzanie przyspieszy odjecie wielokrotnosc¢ liczby 82, konkretnie

5 - 82 = 410. Czyli d dzieli 451 — 5 - 82 = 451 — 410 = 41. Koncowka rozwiazania
pozostaje bez zmian. Jesli zauwazymy, ze d jest najwiekszym dzielnikiem liczb 41 i 82, to
dojdziemy do wniosku, ze d = 41.



Przesledzmy kolejne wykonane operacije:
Pierwszy etap

. . Drugi etap dzialania Komentarz
dzialania g P

lloraz catkowity z dzielenia 1435 przez

35 — 98 5 35 = 984 + 451 984 to 1 za$ reszta to 451.

lloraz catkowity z dzielenia 984 przez

98 5 8 98 ol +8 451 to 2 za$ reszta to 82.

11 tkowi ieleni
451 — 5. 82 — 41 451 — 5.82 4+ 41 oraz (fa owity z dzielenia 451 przez 82
to 5 zaS reszta to 41.

11 tkowi ielenia 82 41

82— 9.41 — 0 82— 2.4140 orazc’a owity z dzielenia 82 przez
to 2 zaS reszta to 0.

Ostatnia niezerowa reszta w tym ciggu dzielen to szukany najwiekszy wspolny

dzielnik liczb 1435 i 984, zatem NW D(1435, 984) = 41.

Przyktad 8

Wyznaczymy najwiekszy wspolny dzielnik liczb 830 i 1225.

Objasnienie
do czesci
drugiej
obliczen

Objasnienia do czesSci

Pierwszy etap dzialania Drugi etap dzialania

pierwszej obliczen

Iloraz
catkowity
z dzielenia
Od 1125 odejmujemy 1225
1225 =1-830 4 395
830 - réznica to 395 * przez 830

to 1, zas

1225 —1-830 = 395

reszta to
395

Iloraz
catkowity
Od 830 odejmujemy z dzielenia
830 — 2395 =40 dwukrotnos¢ () 395 | 830 = 2- 395 + 40 830 przez
—-roéznica to 40 395 to 2,
za$ reszta
to 40



Objasnienia do czesSci

Pierwszy etap dzialania \ . s
pierwszej obliczen

0Od 395 odejmujemy

395 —-9.40 =35 dZieWi@CiOF.I”O.tnoéé
(#%) 40 - roznica to

35
4 . .
40—-1-35=5 Od’ .O.OdeJmUJemy 35
-rbéznicato b
Od 35 odejmujemy
35 _7.5—0 siedmiokrotnosc

(* % %) 5 —rdznica to
0

Drugi etap dzialania

395 =19-40+4 35

40=1-35+5

35=7-5+0

(%) rownowaznie mozna wykona¢ dwa odejmowania liczby 395

(#%) rownowaznie mozna wykona¢ dziewie¢ odejmowan liczby 40

(* * %) rownowaznie mozna wykona¢ siedem odejmowan liczby 5

Przyktad 9

Komentarz

reszta to 265.

lloraz catkowity z dzielenia liczby 1230 przez 965 to 1, za$

Wyznaczymy najwiekszy wspolny dzielnik liczb 965 i 1230.

Objasnienie
do czesci
drugiej
obliczen

lloraz
catkowity
z dzielenia
395 przez
40t0 9,
zas reszta
to 35

lloraz
catkowity
z dzielenia
40 przez
35to1,
zas reszta
to o

lloraz
catkowity
z dzielenia
35 przez 5
to 7, zas
resztato 0

Ostatnia niezerowa reszta w tym ciggu dzielen to szukany najwiekszy wspolny
dzielnik liczb 1225 i 830, zatem NW D(1225, 830) = 5.

Obliczenia

1230 =1 - 965 + 265



Komentarz Obliczenia

lloraz catkowity z dzielenia liczby 965 przez 265 to 3, zas

reszta to 170. 965 = 3 - 265 4 170

1l tkowity z dzielenia liczby 265 170 to 1, za$
oraz catkowity z dzielenia liczby przez o1l,za$ 265 — 1- 170 + 95
reszta to 95.

lloraz catkowity z dzielenia liczby 170 przez 95 to 1, za$ 170 — 1. 95 + 75
reszta to 75.

lloraz catkowity z dzielenia liczby 95 przez 75 to 1, za$ reszta

95=1-75+20
to 20. -
11 tkowity z dzielenia liczby 75 20 to 3, zas t
oraz catkowity z dzielenia liczby 75 przez 20 to 3, zaS reszta 75— 3.90 4+ 15
to 15.
11 tkowity z dzielenia liczby 2 15 to 1, zas$ t
oraz catkowity z dzielenia liczby 20 przez 15 to 1, zaS reszta %0 —1-15+5
to 5.
11 tkowity z dzielenia liczby 15 5 to 3, za$ t
oraz catkowity z dzielenia liczby 15 przez 5 to 3, za$ reszta 15—3.540

to 0.

Ostatnia niezerowa reszta w tym ciggu dzielen to szukany najwiekszy wspolny
dzielnik liczb 1230 i 965, zatem NW D(1230, 965) = 5.

Stownik
algorytm

skonczony cigg jasno zdefiniowanych operacji (czynnosci), ktore majg doprowadzi¢ do
rozwiazania konkretnego problemu, osiggni¢cia wyznaczonego celu; cecha
charakterystyczng jest jego powtarzalnos¢ i niezawodnos$¢ w pewnych z gory
zdefiniowanych warunkach; przy pewnych zatozeniach prowadzi niezawodnie (cho¢
niekoniecznie optymalnie) od stanu A do stanu B

najwiekszy wspolny dzielnik

najwiekszy wspolny dzielnik liczb naturalnych a i b to najwieksza liczba naturalna
dzielgca liczby a i b; oznaczamy go przez NW D(a, b); pojecie mozna analogicznie
zdefiniowa¢ dla dowolnie wielu liczb naturalnych

liczby wzglednie pierwsze

mowimy, ze liczby naturalne a i b s3 wzglednie pierwsze, gdy ich najwigkszy wspolny
dzielnik jest rowny 1; pojecie mozna analogicznie zdefiniowa¢ dla dowolnie wielu liczb
naturalnych




Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie algorytmu Euklidesa na kilku przyktadach par liczb naturalnych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DK8zCHIPB

Polecenie 2

Stosujac algorytm Euklidesa, wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb:

a) 1234532

b) 954630


https://zpe.gov.pl/a/DK8zCHIPB

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb, stosujac rozktad na czynniki pierwsze.

a) 8820 5082

b) 1386, 4004 i 2926



Cwiczenie 4

Podane utamki przedstaw w postaci nieskracalnej. Potagcz w pary.

246 3
369 7
525 4
875 7
156 2
195 7
210 6
204 7
252 3
294 4
250 3
375 5
420 3
735 7
171 2
228 5
171 2
399 3
154 4
385 5

Cwiczenie 5

Zbadaj, czy podane liczby sg parami liczb wzglednie pierwszych. Zaznacz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

(] 1105i969
(] 429385
(] 1870i5187
(] 1871247
O

7701273



Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Rozwiaz test. Wskaz poprawng odpowiedz.

Zdanie

Najwiekszy wspolny dzielnik liczby 0 i liczby naturalnej
dodatniej n jest réwny n.

Jesli trzy liczby sg parami wzglednie pierwsze, to sg tez
wzglednie pierwsze.

Jesli trzy liczby sg wzglednie pierwsze, to sg tez parami
wzglednie pierwsze.

Dla liczb naturalnych dodatnich a, b, ¢ zachodzi wzor
NWD(a,b,c) =NWD(NW D(a,b), c).

Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢
NWD(n, n) =n.

Prawda

O

OO O] 0O

Fatsz

O

O

O



Cwiczenie 8 O

Funkcja ¢ Eulera nazywamy przyporzadkowanie liczbie naturalnej dodatniej n liczby liczb
wzglednie pierwszych z n i niewiekszych od n. Na przyktad liczby wzglednie pierwsze z liczba
8 i nie wigksze od niej to: 1, 3, 5, 7. Jest ich cztery, co oznacza, ze dla liczby 8 funkcja ¢ Eulera
przyjmuje warto$¢ 4, co zapisujemy (8) = 4.

Uzupetnij tabelke. Wpisz poprawne liczby.

Liczba liczb niewiekszych od n wzglednie
Liczba naturalna dodatnia n pierwszychzn

p(n)

10

11

13

Zastanow sig, ile jest rowna wartosci funkcji ¢ dla liczby pierwszej.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Najwiekszy wspolny dzielnik

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie
trudniejsze niz: a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych, b)

......

dzieleniu przez 5 daje reszte 2;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza najwiekszy wspolny dzielnik dwu lub wig¢cejliczb naturalnych,

» wykorzystuje rozktady na czynniki pierwsze w celu wyznaczenia najwiekszego
wspolnego dzielnika liczb naturalnych,

» rozpoznaje liczby wzglednie pierwsze.

Strategie nauczania:

 strategia asocjacyjna;
 strategia problemowa.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



e Opis ustny.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna

» Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Symulacja
interaktywna” - ,Przeanalizuj dziatanie algorytmu Euklidesa na kilku przyktadach par
liczb naturalnych” Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materiatem. Po
ustalonym wczesniej czasie pyta czy byly watpliwosci z jego zrozumieniem i ttumaczy
je.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacije, udziela uczniom informaciji zwrotne;j.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Najwigekszy wspolny dzielnik” i inicjuje
krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec
prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

e Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (, Najwiekszy wspolny dzielnik’).

Materialy pomocnicze:
o Wielokrotnosci i dzielniki liczb naturalnych
Wskazowki metodyczne:

» Medium w sekcji ,,Symulacja interaktywna” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,Najwiekszy wspolny dzielnik”.
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