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Rozwiazywanie rownan z funkcja sinus
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Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Na poprzedniejlekcji dowiedziale$ sie, jak rozwigzywac proste rownania typu sinz = a,
gdzie a jest liczbg rzeczywista. Na tejlekcji dowiesz sie, jak sprowadzi¢ bardziej
skomplikowane réwnania do postaci sin z = a. W tym celu wykorzystamy poznane przez

Ciebie tozsamosci sin® z + cos? sinz

x=1loraztge = .

Twoje cele

» Nauczysz sie¢ sprowadza¢ réwnania do postaci sinz = a.
» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ podstawowe tozsamosci trygonometryczne do
rozwiazywania réwnan.




Przeczytaj

NauczyliSmy si¢ rozwigzywac¢ roOwnania postaci sin z = a, gdzie a jest pewna liczbg
rzeczywista. W tejlekcji kazde rownanie, o ile to tylko mozliwe, bedziemy starali si¢
sprowadzi¢ do rownania postaci sinz = a.

Przyktad 1

sin x
sinz+1

Rozwigzemy rOwnanie = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze musimy zalozy¢, ze sinz # —1.

Warunek ten zachodzi, gdyz # —5 + 2k, gdzie k € Z.
Szukamy rozwigzan rownania: sinz = 0.

Sa nimi nastgpujace liczby: z = 7k, gdzie k € Z.

Zatem po uwzglednieniu zatozen, otrzymujemy odpowiedz:

x = mk, gdzie k € Z.

Przyktad 2

Rozwigzemy réwnanie: 2 sin z + cos? z = 2 — sin?

x w zbiorze liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze mozemy wykorzysta¢ tozsamo$¢ trygonometryczng sin® z + cos? z = 1 do
zmiany postaci rownania:

2sinz + cos?z + sin?z — 2 =0,
2sinz+1—2=0,

2sinz —1=0.

Powstaje rownanie, ktére umiemy juz rozwigzac:

inr = %
sinx = 5.

Rozwigzaniami sg: x = & + 27k, z = % + 2mk, gdzie k € Z.

Kazde réwnanie, o ile to mozliwe, staramy sie sprowadzi¢ do réwnania z jedna tylko
funkcjg trygonometryczna.



Przyktad 3

Rozwigzemy réwnanie: 4 sin® = sin  w zbiorze liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

PrzenieSmy wszystkie wyrazenia na jedna strone:

4sin®z —sinz = 0

i zapiszmy wyrazenie po lewej stronie w postaci iloczynowe;j:

singr:(élsin2 T — 1) =0

sinz(2sinz + 1)(2sinz — 1) = 0.

Iloczyn wyrazen jest rowny 0 wtedy, gdy jedno z wyrazen przyjmuje wartosc 0:
sinz = 0lubsinz = —% lubsinz = %
Rozwigzaniami s3:

r=mnklubz = —F + 2krlubz = —%+2k7rluba: = ¢ T 2krlubz = ‘%” + 2km, gdzie
ke Z.

Powyzsze rozwigzania mozna zapisa¢ w skroconejwersji ¢ = 7wk lub x = % + 7k, gdzie
ke Z.

Kazde réwnanie, o ile to mozliwe, préobujemy sprowadzié do postaci iloczynowej.
Przyktad 4

Rozwigzemy réwnanie: 4 sin? z + 2 (\/§ — 1) sinz — v/3 = 0 w zbiorze liczb
rzeczywistych.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze mozemy podstawic ¢ = sin z. Wowczas rOwnanie przyjmuje postac
rownania kwadratowego:

12 +2(V3-1)t-v3=0.
Stosujemy zatem metode rozwigzywania rownan kwadratowych:

A:4(\/§—1)2+4-4-\/§:16+8\/§:4(\/§+1)2

i obliczamy pierwiastki rownania kwadratowego:
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Rozwigzemy ostatecznie rownanie ze zmienng x:

V3

sinx = % lubsinz = —-5-.
Rozwigzaniami s3:
=2 4 2krlubz = 56_” +%%krlubz = 53—7’ + 2kwlubx = % + 2km, gdzie k € Z.

Przyktad 5

42 — sin? w) = 1 w zbiorze liczb rzeczywistych.

Rozwigzemy rownanie: 2 (cos
Rozwigzanie

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na roznic¢ kwadratow:
2(cos2 x — sin? w) (cos2 x + sin® :n) =1

Wykorzystujemy jedynke trygonometryczna:

2(cos2 x — sin? a:) = 1.

Sprowadzamy réwnanie do wartosci jednej funkciji trygonometrycznej; w tym przypadku
jest to funkcija sin :

2(1—2sin’z) =1
2

2sin a::%

sin?z =

N[

Otrzymujemy:

o=

sinx = %lubsinw = —

Stad otrzymujemy odpowiedz: & = & + 2krlubz = 2T + 2krlubz = —% + 2kx lub
T = —% + 2km, gdzie k € Z.

Cztery zbiory rozwigzan mozemy tatwo zapisac jako dwa zbiory: z = — % + km lub
r = ¢ + km, gdzie k € Z.



Przyktad 6
Rozwigzemy rownanie: sin x 4 cosx = V2 w zbiorze liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

W tym réwnaniu pojawia si¢ pewna trudnos¢: wystepuje cos x, w miejsce ktorego trudno
wprowadzi¢ wyrazenie sin .

Zbudujemy wobec tego uktad rownan:

{sinx + cosx = \/5,

2

sin?z + cos?2z = 1.

Obliczajgc cos x z pierwszego rownania i podstawiajgc do drugiego otrzymujemy:
_ 2

sin® x + (\/2 — sinaj) =1,

a stad dostajemy:

2sin?z — 2v/2sinz + 1 = 0.

Mozemy podstawic¢ ¢ = sin z. Wowczas rOwnania przyjmuje posta¢ rOwnania
kwadratowego:

2t2 — 232t +1 = 0.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

A:(2¢§)2—4-2-1:0.

[

Zatem jedynym rozwigzaniem rownania kwadratowego jest t = 22 . Otrzymujemy stad:

sinx = @ Jednak to nie jest ostateczne rozwigzanie. Zwracamy uwage na to, ze

sinz + cosz = v/2, a zatem takze musi zachodzi¢ rownanie cos z = g

Rozwigzujac réwnanie sin x = @ isin(% — x) = @ otrzymujemy odpowiedZ:

=7 +2kmrlubz = 34—” + 2kmlub x = — 7} + 2km, gdzie k € Z.

Podsumowanie

Zwrocmy uwage na kilka charakterystycznych elementéw rozwiazywania rownan:

1. Sprawdzamy dziedzine rownania. Najczesciej wypisujemy zalozenia zwigzane
z dzieleniem i pierwiastkowaniem: mianownik ulamka musi by¢ rézny od 0



i wyrazenie pod pierwiastkiem stopnia parzystego musi by¢ nieujemne.

2. Sprowadzamy rownanie do wartosci jednej funkcji trygonometrycznej. W tej lekcji
sprowadzaliSmy wszystkie rownania do rownan z funkcjg sin z.

3. Czesto stosujemy podstawienie ¢ = sin x.

Stownik
postac iloczynowa réwnania

to taka posta¢ rownania, gdy po jednej stronie rownania wystepuje 0, a po drugiejiloczyn
kilku czynnikow; dzigki takiej postaci rownanie jest rownowazne alternatywie kilku
rownan




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Uwaznie zapoznaj sie z prezentacja, a nastepnie wykonaj polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI1CTgpezE

Polecenie 2
Rozwigzaniem réwnania sin - sin 3o = —1 jest:

r = 5 + 2km, gdziek € Z
T =—7 +kmgdziek € Z
r =45 + km, gdziek € Z
%,gdziekEZ

r = —= + 2km, gdziek € Z

o o o O O O
[

r =T +kmegdziekcZ



https://zpe.gov.pl/a/D1CTgpezE

Polecenie 3

Rozwigz réwnanie: sin 2z - sin4x - sin 8z = 1.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

s 2
4sin”“ z—1 =0

Wskaz wszystkie rozwigzania rownania: —— -
2sin“ x—3sinz+1

z=—F +2krlubz = — 2 + 2km, gdziek € Z

m:—%—l—kwlubm:—%—” + km, gdziek € Z

o O O

r=—7 +2knlubz = —56—” + 2k, gdziek € Z
O z=—-F+krlubz = —2F + km, gdziek € Z
Cwiczenie 2 @)

Wskaz wszystkie rozwiazania réwnania: 4 sin® 2z = sin 2z.

z=Zklubz =22 t+krlubz =25 +krlubz = —5 + krlub
= —32 4 kn, gdziek € Z

O

D x:%klubx:%—i—kﬂ'lubm:%+k7rlubx:%—|—kﬂ'lubm:%+k7r,
gdziek € Z

() z=Fklubo = (-1)F% + Zklubz = (—1)¥(—75) + 5k gdziek € Z

0 wzgklubm:%—kkﬂlubw:%—l—kﬂlubm:%—kkwlubw:%%—kﬂ',
gdziek € Z




Cwiczenie 3
Potacz w pary rownanie i jego zbidér rozwigzan.

r = 2kmlubxz = £ + 2k, gdzie
. - 2
V3sinz + cosz = 2 ke
cosx +sinx =1 T = 3 + 2km, gdziek € Z

= 2 4+ 2kwlubzx = 2km, gdzi
sin 3z + cos 3z = /2 T = 5 +2kmlubx = 7w+ 2K, gazie

keZ
sinz —cosz =1 a::%—l—%,gdziekez
Cwiczenie 4
Rozwiagzaniami réwnania? ------------- sa:x =2kmlubz = % + 2kmlubxz = % + 2k, gdzie
ke Z.
‘3cos2w—sinx—1:0H200s2w—cosa:—1:OH4sin2m—cosa:—1:O

‘25in2m+sinm—6:0’

Cwiczenie 5

Znajdz najmniejsze rozwiazanie kazdego z réwnan w zbiorze (0, 27). Uporzadkuj
odpowiadajgce tym rozwigzaniom réwnania wg rosnacej kolejnosci znalezionych rozwigzan.

2sin®z —sinz =0

PN

v

sinzzc—|—2sin:c—3:0 =
sin 3x = sin 2x =
4sin®z—1 __ 0 a
2sinz—1 v



Cwiczenie 6
Wskaz réwnania, ktére nie majg rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych:

(] 3sinzcosz+ 10 =6cosz + 5sinx

() sintz+ % =0

(] sin?—7sinz+13=0

(] (sinac — 3) (2 sinz — \/7) (sin4w + cos® a:) =0
Cwiczenie 7 @
lle rozwiazan w przedziale (0, 27r) ma réwnanie: 2 sin 3z sin4x — 2sin3z — sindz + 1 = 0?
Cwiczenie 8 @

Podaj sume wszystkich rozwigzan rownania
4 sin 4z sin 5z — 2v/3 sin 4z — 2sin 5z + v/3 = 0 w przedziale (0, 27).



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie rownan z funkcja sinus

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

2 sina .

cosa’

4) korzysta z wzorow sin a + cos? a = 1, tga =

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto:

6) rozwigzuje rOwnania i nierownosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wiekszym
niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2cos 7z + 1, 2sin’z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e sprowadza roOwnania do postaci sinx = a,

» wykorzystuje podstawowe tozsamosci trygonometryczne do rozwigzywania rownan,

 analizuje postac iloczynowa rownania trygonometrycznego, rozpatruje przypadki
rozwigzan.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» ekspozycja;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Uczniowie przypominaja sobie jak rozwigzuje si¢ proste roOwnania typu sinx = a, gdzie a
sinz

. . . . , . .9 2 .
jest liczbg rzeczywistg oraz tozsamoSci sin” x + cos”x = 1 oraz tgz = .

Nauczyciel prosi wskazang (lub wybrang) osobe o odczytanie tematu lekcji: Rozwigzywanie
rownan z funkcjg sinus. Nastepnie zadaje uczniom pytanie: ,,Co wiesz na ten temat?” Prosi
wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozyciji. Na koncu ustalajg kryteria
sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytal polecenie numer 1 z sekcji
»Prezentacja multimedialna” - ,Rozwigzaniem réwnania sin z - sin 3z = —1 jest.”
Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materialem. Po ustalonym wczesniej
czasie pyta czy byly watpliwosci z jego zrozumieniem i ttumaczy je.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ ich wykonania , omawiajac je wraz z uczniami na biezaco.

3. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.



4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Rozwigzywanie rownan z funkcja sinus”).

» Tozsamosci trygonometryczne
» Przykiady tozsamosci trygonometrycznych

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Prezentacja multimedialna” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczgce analizy problemu w temacie ,Rozwigzywanie rownan z funkcjg
sinus”


https://epodreczniki.pl/a/tozsamosci-trygonometryczne/Dt0Qpoxx9
https://epodreczniki.pl/a/przyklady/D19e7Gvwr

