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Ztozone problemy geometryczne zostajg w geometrii analitycznej sprowadzone do
rozwigzania ukladow rownan opisujacych badane figury. Pierwsze takie powigzania,
miedzy wspolrzednymi punktow w ukladzie wspolrzednych, a krzywymi na ptaszczyznie,
pochodzace z XVII wieku, zawdzieczamy Fermatowi, Pascalowi i Kartezjuszowi. W tej
lekciji, rozwigzujac uktady rownan, wyznaczymy rownania stycznych do okregu, a takze
zajmiemy si¢ wyznaczeniem rownania okregu, do ktorego nalezg dane punkty.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ jak wyznaczy¢ rownania stycznych do okregu, wykorzystujac uktad
rownan.

e Wyznaczysz Srodek okregu i jego promien.

 Zastosujesz poznane wzory do wyznaczenia wspolrzednych $rodka okregu i jego

promienia.



Przeczytaj

Wiemy, ze okregiem o $§rodku O i promieniu r nazywamy zbiér wszystkich punktéow P
plaszczyzny, ktorych odlegtos$¢ od punktu O jest rowna r.

Rownanie
(@ —a) + (vt =
przedstawia okrag o $rodku (a, b) i promieniu r.

W ponizszych przykladach pokazemy, jak wyznaczy¢ wspotrzedne srodka okregu i jego
promien r, tak aby rownanie (z — a)? + (y — b)? = r2 bylo spelnione dla kazdego
z narzuconych warunkow.

Przyktad 1

Zapiszemy réwnanie okregu o $rodku w punkcie (1, 3) i przechodzacego przez punkt
A= (4,6).

Rozwigzanie:

Poniewaz $rodek okregu znajduje sie w punkcie (1, 3), to korzystajgc z rownania
(z — a)?® + (y — b)* = 2, mozemy zapisac:

(¢ —1)"+(y—3)° =1

Punkt A = (4, 6) nalezy do okregu opisanego rownaniem (z — 1)* + (y — 3)* = 72, czyli
jego wspotrzedne spetniaja rownanie tego okregu.

Wyznaczamy promien okregu.

(4-1)°+(6-3)" =1

r? = 32 + 32
=949
r? =18

Rownanie okregu ma zatem postac: (z — 1)* + (y — 3)* = 18.
Przyktad 2

Napiszemy rownanie okregu o promieniu 7 = v/ 20 i przechodzacego przez punkty
A= (-3,1)iB=(5,1).
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Rozwiazanie:

Promien okregu wynosi r = /20, wiec korzystajac z rownania (z — a)® + (y — b)* = 72,
otrzymujemy

(z —a)* + (y — b)* = 20.

Jezeli punkty A = (—3,1) i B = (5, 1) naleza do okregu o réwnaniu
(x — a)2 + (y — b)2 = 20, to ich wspoirzedne spetniajg rownanie tego okregu.

(=3—a)’+(1—-b)*=20
(5—a)>+ (1-b)>=20

Z poréwnania lewych stron tych rownan otrzymujemy
(-3—a)’+(1-b)>=(5-a)+(1-0b)
co po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia prowadzi do rownania
9+ 6a +a® — (25 — 10a + a®) = 0.
Kontynuujac przeksztalcenia otrzymujemy kolejno
9 + 6a + a®> — 25 + 10a — a®> = 0,
16a — 16 = 0,
stad
a=1.
Aby wyznaczy¢ b, podstawiamy a = 1 do rownania (5 — a)” + (1 — b)* = 20.
(5-1)"+(1—-b)>=20
42 +1-2b+b =20
Otrzymujemy rownanie kwadratowe.
b —2b—-3=0
Wyroéznik trojmianu kwadratowego wynosi
A=(-2°-4-1-(-3)=4+12=16 >0,
wiec roOwnanie ma dwa rozwigzania:
—(=2)++/16 (V16 _ 24 _ 4

_ _ 244 _ _ _
b = 51 = 5~ =3orazby, = %] = 5




Istnieja dwa okregi o promieniu r = /20, przechodzace przez punkty A = (—3,1) i
B = (5, 1). Ich réwnania s3 nastepujace:

(z —1)>+ (y— 3)* =20 0raz (z — 1)* + (y + 1)* = 20.
Przyktad 3

Napiszemy rownanie okregu o promieniu r = 2 i stycznego do obu osi uktadu
wspotrzednych.

Rozwigzanie:

Jezeli okrag o promieniu r = 2 jest styczny do obu osi ukltadu wspolrzednych, oznacza
to, ze odlegtos¢ jego srodka od kazdej osi wynosi 2. Istniejg cztery takie okregi, a ich
srodki potozone s3 w punktach:

(2a 2)7 (_2, 2)7 (_29 _2) i (27 _2)'

Przyktad 4



Wyznaczymy réwnanie okregu, do ktorego naleza punkty wspolne wykresow funkcji
y =2 —bx+6iy=x+ 1, wiedzac, ze jego srodek nalezy do prostejy = —%a} + 3.

Rozwigzanie:

Aby znalez¢ punkty wspolne krzywych y = 2 — 5z + 6 iy = x + 1, rozwiazujemy uktad
rownan.

y=1x>—5x+6
y=x+1

Po przyrownaniu stronami, otrzymujemy
22 —br+6=x+1

i ostatecznie ré6wnanie kwadratowe postaci
x> — 6z +5 = 0.

Wyro6znik trojmianu kwadratowego wynosi
A=(—6)°—4-1-5=36—20=16 >0,

wiec roOwnanie ma dwa rozwigzania:

—(=6)+V16 —(—6)—V16 _
T = ( 2),1 = 6;4 = b5orazrs = ( 2)_1 = 624 =1

Poniewazy = x + 1,todlaz; = 5 mamyy; = 6,adlazy = 1 mamy y, = 2.
Otrzymali$my punkty wspolne krzywych: A = (5,6) i B = (1, 2).

Punkty te nalezg do okregu (z — a)® 4+ (y — b)? = 72, czyli speiniajg warunek:
|OA| = |OB.

Srodek okregu O nalezy do prostejy = — %w + 3, zatem
O = (a,b) = (a,—$a+3).

Wyznaczymy teraz wspotrzedne $srodka okregu O = (a, b), wykorzystujgc warunek
|OA| = |OB.

Odlegto$¢ punktow A = (xz1,y;), oraz B = (x4, yo) wyraza sie wzorem

|AB| = \/($2 - wl)2 + (y2 — y1)2, zapisujemy:

04] = /(w4 — 25)* + (ya — ys)’

04] = /(5 —a)* + [6 — (~La+3)]’



04] = /(5 —a)* + (3+ La)”

oraz

0B| = /(z5 — 25)” + (ys — ys)’

08 = /(1 -0 + [2— (~Fa+3)]

\OB\:\/(l—a) + (% a—l)

Z warunku |OA| = |OBj, otrzymujemy

-+ (3+%3a)" = /1 -a?+ (a—1)"

Po podniesieniu obu stron rownosci do kwadratu, rownanie przyjmuje postac

(5—a)’ + (3+ %a)2 =(1-a)l+ (%a — 1)2.

Korzystajgc ze wzorow skroconego mnozenia, doprowadzamy rownos¢ do postaci
25 —10a+a’+9+1da+ La’=1-2a+a*+1— La+ Ld

Po redukciji wyrazen podobnych, otrzymujemy

2q=-32.

Stad a = —3, aponiewaz b = —%a + 3, to

b:—%-(—3)+3= 10.

Srodek okregu lezy w punkcie O = (-3, 10).

OtrzymalisSmy rownanie okregu postaci

(z+3)* + (y — 10)° = 1%,

aponiewaz r = |OA|, to

r=|0A| = \/(5 +3)> + (6 — 10)* = V64 + 16 = /30.
Rownanie okregu jest postaci (z + 3)2 + (y — 1())2 = 80.
Przyktad 5

Napisz rownanie okregu zawierajacego punkty A = (0,0) i B = (1, 7), ktorego $rodek
lezy na prostejy = —z + 7.



Rozwiazanie:

Okrag zawiera dwa punkty A i B, wigc jego srodek lezy na symetralnej odcinka AB.
Poniewaz lezy on rowniez na prostejy = —z + 7, wiec Srodek okregu lezy w punkcie
przeciecia obu tych prostych. Obrazuje to ponizszy rysunek.

YA

74
B=(1,7)

Rozpoczniemy od napisania réwnania symetralnej S 45 odcinka AB.

Symetralna przechodzi przez srodek odcinka ABi jest do niego prostopadia.

Wyznaczamy wspotrzedne $rodka odcinka AB. Poniewaz A = (0,0)i B = (1,7), to
Tatep _ 0+1 1 : Yatys _ 047 _ 7

2 2 37173 2 2

Wspoétezynnik kierunkowy prostej przechodzgcej przez punkty A = (z4,y4) i
B = (zB, yB) obliczymy, podstawiajac wspotrzedne punktow A i B do rownania proste;j
y =ax +b.

{yAzaAB'$A+b
Yp =0sp-Tp+b

Odejmujac od dolnego rownania, rownanie gorne

YB— YA = aAp T +b—asp-T4+Db,

otrzymujemy
__ YB—Ya
aAB — e

Obliczamy wspoétczynnik kierunkowy prostej AB z powyzszego wzoru
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__ Ys—Ya __ T7T-0 __
AAB = rp—xa  1-0 7.

Wspolczynnik kierunkowy prostej AB jest rowny 7, wiec z warunku prostopadtosci
prostych

wspolczynnik kierunkowy prostej do niej prostopadtejjest rowny — %

Otrzymujemy Sap : y = —%:c +b.

Poniewaz prosta przechodzi przez punkt (%, %), to mozemy obliczy¢ wyraz wolny b.

7T _ 1 1
7=-7 7+b
_ 1
b=1+ 4

14

50 _ 25
b 7

Réwnanie symetralnej odcinka AB ma postac

y=—+1z+ 2.

Punkt wspolny prostych y = —%x + % iy = —z 4 7 jest srodkiem okregu.
Rozwigzujemy ukiad rownan.

{y:—:c—|—7
y=-—7z+7

—z+T7=—1z+ 2

Mnozymy strony roOwnania przez 7 i wyznaczamy wartosc .

—Tz+49 = —x + 25

—6x = —24|: (—6)

x=4

Poniewaz y = —z + 7, to podstawiajgc obliczony zg = 4,yg = —4+7 =3

Zatem $rodek okregu ma wspotrzedne (4, 3). Promien okregu jest odlegtoscia Srodka
okregu od punktu lezacego na okregu.

r=|0A| = \/(a:A—wo)2+(yA_yO)2



r = \/42—|—32 = \/25:5
, . . . 2 2 2
Szukane réwnanie okregu jest postaci (x — 4)” + (y — 3)" = 5.
Zauwaz, ze mozna to zadanie rozwigza¢ metoda zaproponowang w Przykladzie 4. Jeszcze
inny sposob rozwigzania poznasz w Filmie samouczku.
Stownik
okrag

okrag o srodku O i promieniu 7 to zbior wszystkich punktow P plaszczyzny, ktorych
odlegtos$¢ od punktu O jest rowna r

symetralna odcinka

zbior wszystkich punktow plaszczyzny rownoodlegltych od koncow tego odcinka



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujgca réwnanie okregu, spetniajacego dane warunki,
a nastepnie rozwiagz zadania i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DWGjOcTju

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczatego rownania okregu spetniajacego dane
warunki.

Polecenie 2

Napisz réwnanie okregu o $rodku w punkcie (—2, 2) i przechodzacego przez punkt A = (1,1)

Polecenie 3

Znajdz réwnanie okregu majacego Srodek na prostej y = %x — 4, zawierajacego punkty (6, 2)
i (8,2).



https://zpe.gov.pl/a/DWGj0cTju

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Punkt P = (—3, 2) nalezy do okregu o $srodku w punkcie O = (0, —2). Ktére z ponizszych
rownan opisuje ten okrag? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 22+ (y—2)0°=25
O (z+3)7%+(y—2)°=25
O 22+ (y+2?2 =5

O (y+27 +2% =2

Cwiczenie 2 @)

Do okregu o $rodku w punkcie S nalezy poczatek uktadu wspétrzednych. Potacz w pary
wspotrzedne srodka okregu z odpowiednim réwnaniem okregu.

S, = (5,—12) (z +5)° + (y+12)* = 169
S = (—5,12) (x —5)* + (y +12)* = 169
Sy = (5,12) (x —5)* + (y — 12)* = 169

S5 = (=5, —12) (x4 5)° + (y — 12)* = 169



Cwiczenie 3

Woybierz réwnania okregdw o promieniu r = 15 stycznych do obu osi uktadu wspétrzednych.
Zaznacz poprawne odpowiedzi.

() (z+415)° + (y—15)> = 225
) (z—15)* + (y — 15)* = 225
() (z+15)* + (y+ 15)* = 15

() (z-15)°+ (y+ 157 =15

Cwiczenie 4

Srednica pewnego okregu jest odcinek AB o koficach A = (—2,1)i B = (4, 7).
Przeciagnij w puste pola odpowiednie liczby.

1. Srodkiem tego okregu jest punkt S = ( : )
2. Promien tegO Okregu ma dl’ugos'c’: r :E _____________
3. Okrag ten mozna Opisac’ rownaniem (ZB: _____________ )2 + (y __________ )2 T

=5 3 = L (s [ 36 48] (=3




Cwiczenie 5

Dany jest okrag o promieniu r = /26, ktory przechodzi przez punkty A = (=3, —7) i
B = (-3,3).
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Okrag ten mozna opisac réwnaniem (z + 2) + (y + 2)? = 26.

Srodkiem tego okregu moze by¢ punkt S = (-2, —2).

O 0o d

Okrag ten mozna opisa¢ réwnaniem (z + 4)* 4 (y — 2)* = 26.

(] Srodkiem tego okregu moze by¢ punkt S = (—4, —2).

Cwiczenie 6

Punkty A = (—1,—4) i B = (—1,2) leza na pewnym okregu. Srodek tego okregu lezy na
prostej y = —%w + 1.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

() Okragten mozna opisa¢ réwnaniem (z — 5)° + (y + 1)* = 45.
(] Srodkiem tego okregu jest punkt S = (5, —1).

(] Promien tego okregu ma dtugos¢ r = 45.



Cwiczenie 7 @

Dany jest okrag opisany réwnaniem (z — a)2 + (y— b)2 = 72, Na okregu tym leza punkty
A= (-6, —11)i B = (12,1). Srodek tego okregu lezy na prostej o réwnaniu y = —z.
Ocen, czy ponizsze stwierdzenia sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie stwierdzenia
prawdziwe.

(] Okrag ten mozna opisa¢ réwnaniem (z — 1) + (y + 1)* = 169.
(] a=1
(] b=1

(] Promien tego okregu ma dtugos¢ r = 13.

Cwiczenie 8 @

Dany jest okrag, ktéry przechodzi przez punkty wspdélne wykreséow dwéch funkgji:
Y= —%(w + 3)2 + b orazy = —3z. Srodek tego okregu lezy na prostej o réwnaniu
y=2x+5.

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz zdanie prawdziwe.

(O Okrag ten mozna opisac réwnaniem (z 4 1)* + (y + 3)* = 2+/5.
() Okrag ten mozna opisac réwnaniem (z — 1)* + (y — 7)* = 20.
(O Okrag ten mozna opisa¢ réwnaniem (z + 3)? + (y + 1) = 20.

(O Okrag ten mozna opisa¢ réwnaniem (z — 3)* + (y — 1)* = 20.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnanie okregu spelniajacego dane warunki

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Zakres podstawowy.

VIII. Planimetria. Uczen:

1. wyznacza promienie i $rednice okregow, dlugosci cieciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej. Uczen:

1. rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

2. postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,
w tym wyznacza roOwnanie prostej o zadanych wilasnosciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty),znany wspotczynnik kierunkowy,
rownolegtosc¢ lub prostopadtos¢ do innej prostej, stycznos¢ do okregu;

3. oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych;
4. postuguie sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)* = 2.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



» znajduje wspolrzedne srodka okregu i jego promien;

 oblicza odleglo$¢ miedzy punktami o danych wspotrzednych;

e rysuje prosta i okrag o danym réwnaniu;

e wyznacza rownanie prostej spetniajgcejdane warunki;

» planuje czynnosSci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia Srodka okregu i jego
promienia;

 ksztalci umiejetnoS¢ stosowania metod geometrii analityczne;j;

e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac sie poznanymi twierdzeniami
i definicjami;

» analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animaciji i ¢wiczen interaktywnych;

pokaz multimedialny;

burza mozgow;

rozwigzywanie zadan pod kontrola nauczyciela.
Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu;
» projektor multimedialny;

e e-podrecznik;

» arkusze papieru, pisaki.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

e uczniowie przypominajg rownanie okregu;
e nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:



e nauczyciel prosi uczniow, aby w parach zapoznali si¢ z przykladami w sekcji Przeczytaj;

 na forum catejklasy omawiajag metody rozwigzania przyktadu 4 i 5;

» nauczyciel prezentuje animacije;

e uczniowie okreslaja, ktéra metoda rozwigzania jest dla nich najprostsza;

e uczniowie samodzielnie rozwiazujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez
nauczyciela;

» nauczyciel kontroluje prace uczniow, udziela im wskazowek, wyjasnia watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

e chetni uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych;

« uczniowie okreslajg, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien;

e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

e zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly
rozwiazane na lekciji.

Materialy pomocnicze:

» Okrag i koto;
» Okrag;
« Srodek odcinka.

Wskazowki metodyczne:

uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ animaciji jako prace witasng przed lekcja. Nauczyciel
moze zaproponowac rozwigzanie zadania z animacji innymi metodami.
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