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Co to jest otoczenie punktu na prostej?

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Otoczenie to pojecie, ktore czesto pojawia sie w zyciu codziennym. Moze oznaczac¢ coS co
znajduje si¢ dookota nas lub grupe ludzi wsrod ktorych czesto przebywamy. Rowniez

w matematyce odgrywa ono bardzo wazng role, szczegolnie w teorii granic ciaggow i funkciji.
Jest tez jednym z podstawowych poje¢ w dziedzinie matematyki zwanej topologia. W dalszej
czesci dowiesz sie czym jest otocznie punktu na osi liczbowej oraz czym rézni sie od
sgsiedztwa.

Twoje cele

e Zmierzysz odleglo$ci miedzy punktami na proste;.
» Dowiesz sie czym jest otoczenie punktu na osi liczbowe;j.

e Przeanalizujesz roznice miedzy otoczeniem a sgsiedztwem punktu.



Przeczytaj

Przed sformutowaniem definicji otoczenia punktu przypomnijmy, ze jesli mamy dane dwie
liczby rzeczywiste z i y na osi liczbowej, to ich odleglos¢ definiujemy jako wartos¢
bezwzgledng ich roéznicy, czyli liczbe |z — y|.

Przyktad 1

Odleglosc¢ liczb £ = —1 oraz y = 5 na osi liczbowej wynosi:
[z —y| =[-1-5| =|-6] =6.

Dla zainteresowanych

W ogolnym przypadku, do mierzenia odleglosci miedzy elementami danego zbioru A,
wykorzystuje sie funkcje nazywang metryka. Funkcja ta, oznaczana zazwyczaj literg d,
przeksztatca zbior A w zbior (0, co) oraz dla dowolnych z, y, z € A spetnia warunki

Ld(z,y) =0 2z=y
2.d(z,y) = d(y, )
3.d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)

Pierwszy warunek mowi, ze odlegtos¢ punktu od siebie jest rowna zero, natomiast
odlegto$¢ miedzy roznymi punktami jest rozna od zera. Drugi warunek orzeka, ze
odlegtos¢ od punktu x do punktu y jest zawsze taka sama jak odlegtos¢ od y do z.

Z trzeciego warunku wynika, ze odlegtos¢ miedzy punktami x i y jest niewigksza niz
suma odlegtosci tych punktow od dowolnego punktu z. Ostatni warunek nazywany jest
nierownoscia trojkata i mozna go zinterpretowac nastepujaco: droga od punktu x do
punktu y przez dowolny punkt z zawsze bedzie nie mniejsza niz bezposrednia droga

z punktu z do .

Mozna sprawdzi¢, ze w przypadku gdy zbior A jest zbiorem liczb rzeczywistych to

funkcja d(z,y) = |z — y| spetnia warunki 1 — 3, zatem jest metryka.

Czym jest otoczenie punktu?
Definicja: Otoczenie punktu

Otoczeniem punktu zy € R o promieniu € > 0 nazywamy zbior wszystkich liczb
rzeczywistych, ktorych odlegtos¢ od x jest mniejsza od €. Otocznie punktu z
o promieniu € oznaczamy U(xg, €). Powyzszg definicje mozemy zatem zapisa¢

symbolicznie



U(zg,e) ={x € R: |z — x| < &}

Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej mozemy zapisa¢ otoczenie punktu
w rownowazny sposob w postaci przedziatu

U(wo,&') - (330 —&,%y + 8)

Pojecie otoczenia punktu ilustruje ponizszy rysunek.
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Przyktad 2

Otoczeniem punktu o = 4 0 promieniu € = 5 jest zbior
U4,5) ={z €R:|z—4| <5}

Mozemy zapisa¢ w postaci przedziatu (—1,9).
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Uwaga!

Czesto mozna spotkac bardziej ogolng definicje otoczenia punktu. Mianowicie za
otoczenie punktu xg na osi liczbowej mozna przyja¢ dowolny przedziat P, dla ktorego
istnieje liczba € > 0 taka, ze

A


javascript:void(0);
javascript:void(0);

U(zg,e) C P

Innymi stowy za otoczenie punktu xy mozna przyja¢ dowolny przedzial zawierajacy zbior
U(zo,€) dla pewnejdodatniejliczby e.

Z powyzszej uwagi wynika w szczegolnosci, ze za otoczenie kazdego punktu na osi
liczbowej mozna przyjac¢ calg o$! Nie jest to jednak z punktu widzenia zastosowan ciekawy
przypadek. W praktyce najczesciej zada sie aby otoczenia byly mate, tzn. mialy dostatecznie
matly promien.

Co to jest sasiedztwo punktu i czym rézni sie od otoczenia?

Czesto pojawia si¢ potrzeba zbadania pewnej wlasnosci w otoczeniu jakiego$ punktu na osi
liczbowej, lecz nie interesuje nas ta wlasno$¢ w samym punkcie. W takiej sytuacji mozemy
postuzy¢ sie pojeciem sasiedztwa.

Definicja: Sasiedztwo punktu
Sgsiedztwem punktu zy € R o promieniu € > 0 nazywamy zbior
S(zg,€) = U(zo,€) — {zo} = (0 — &, 20) U (0,0 + ¢€)

Sasiedztwo punktu mozemy zatem interpretowac jako otoczenie punktu bez tego

punktu.
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Czasami w praktyce potrzebujemy zbada¢ pewng wlasnosc¢ jedynie z lewejlub z prawe;j
strony pewnego punktu. Mowimy wowczas o sgsiedztwie lewostronnym lub
prawostronnym. Bardziej precyzyjnie sgsiedztwem lewostronnym punktu zy € R
nazywamy zbior S~ (zg) = (zg — €, o) dla pewnejliczby e > 0, natomiast sgsiedztwem
prawostronnym punktu zo € R nazywamy zbior S*(zg) = (xg, o + €) dla pewnejliczby
e >0.


javascript:void(0);

Stownik

wartosc bezwzgledna liczby =

2] = z dlaxz>0
= —x dlaz <0

otoczenie punktu
U(zg,e) ={z €R: |z —xo| < &}

sasiedztwo punktu

otoczenie punktu bez tego punktu



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg infografikg ilustrujgca na osi liczbowej otoczenie o promieniu € punktu
o wspbtrzednej 1, a nastepnie odpowiedz na zamieszczone nizej pytania.

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.
Polecenie 2

Na podstawie zamieszczonej infografiki wyznacz promien otoczenia punktu o wspétrzednej 1.

Polecenie 3

Zapisz za pomocg wartosci bezwzglednej, otoczenie punktu o wspétrzednej 1, przedstawione

w infografice.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Jaki jest promien otoczenia (—1, 5) liczby 2?

O 3

O 2

O 1

Cwiczenie 1 @)
Przyporzadkuj pary liczb do odlegtosci miedzy nimi.
[z —y|l =2
r=—-3,y=-—2 ’
m:—l,y:2Hm:3,y:5
r=4y=1||z=1y=—1
|z —y| =
=3 y=4 | xz=0y=-1
z—yl =1
Cwiczenie 2 ¢




Cwiczenie 3

Dane jest otoczenie (2, 8) pewnego punktu xg. Jaki to punkt, jesli promien tego otocznia jest
rowny 3?
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Cwiczenie 4

Wskaz otoczenia o $rodku w punkcie o wspétrzednej 1.

D (_17 3)

L) (0,2)
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Cwiczenie 5

Uszereguj podane otoczenia liczby y = —2 rosnaco wedtug ich promieni.
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Cwiczenie 6

|
|~

Potacz w pary otoczenia z ich srodkami x i promieniami €.
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Cwiczenie 7 @

Wsrdd otoczen punktu xy = 1 wskaz te, ktérych promien jest mniejszy od 2.

) (=1,4)

D (_274)
0 9)
Cwiczenie 8 O

Wiedzac, ze wszystkie otoczenia w lewej kolumnie majg promien rowny 2, przyporzadkuj do
nich ich $rodki.

(-3,3) To = 2
(0,4) Lo = %
(43) @ =3
(—2,2) H) =5
(1,5) Ty = %

(=% %) 20 =0



Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to jest otoczenie punktu na prostej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» mierzy odlegtoSci miedzy punktami na proste;j;
« definiuje otoczenie punktu na osi liczbowej;
« analizuje roznice miedzy otoczeniem a sgsiedztwem punktu.

Strategie nauczania
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem medium bazowego i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy



e pracaindywidualna;
e pracaw grupach.

Srodki dydaktyczne

komputery z gltosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

duze arkusze papieru, flamastry dla kazdej grupy.
Przebieg zajeé
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie tworza pytania dotyczgce tematu zaje¢, na ktore odpowiedzg w trakcie
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom rysunek osi liczbowej z zaznaczonymi na niej dwoma
liczbami i prosi uczniow o wyznaczenie odlegtosci mi¢dzy nimi. Po uzyskaniu
poprawnej odpowiedzi prosi wybranego ucznia bagdz uczniow o podanie intuicyjne;j
definicji odlegtosci dwoch punktow na proste;.

2. Praca z infografika. Po przedstawieniu informacji na temat otoczenia i sgsiedztwa
punktu uczniowie zostaja zapoznani z infografika przedstawiajaca przyktadowe
otoczenie punktu. Nastepnie wykonujg Polecenia 2 i 3.

3. Nauczyciel dzieli uczniow w pary i rozdaje im arkusze papieru oraz flamastry.
Nastepnie prosi uczniow o naszkicowanie na arkuszu papieru otoczenia o podanym
przez nauczyciela Srodku i promieniu. Kazda para powinna otrzymac inne otoczenie
do narysowania. Srodek i promien mogg by¢ losowane przez uczniow.

4. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela. Wspoélnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

« Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zrobili na lekcji.
Materialy pomocnicze:

» Cigg arytmetyczny


file:///a/DyliBdW4j

» Ciggi — wlasnosci ciggoéw arytmetycznych
Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:

Uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ infografiki jako prace wlasng przed lekcjg lub po nie;j,
jako podsumowanie.
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