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Pole czworokata wpisanego w okrag

Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W tym materiale bedziemy oblicza¢ pole czworokata wpisanego w okrag, utrwalimy wiec
rozne wzory na pole czworokata. Zanim przejdziemy do omowienia nowych tresci, warto
przypomniec sobie twierdzenia zwigzane z kagtami w okregu i odcinkami stycznymi.

Twoje cele

o Wykorzystasz wzory na pole czworokata w zadaniach zwigzanych z okregiem
opisanym na czworokacie.

o Wykorzystasz wiasnosci czworokatéw wpisanych w okrag w zadaniach
geometrycznych.

e Zastosujesz wzoOr Brahmagupty i twierdzenie Ptolemeusza w zadaniach
geometrycznych.




Przeczytaj

Zacznijmy od przypomnienia definicji i najwazniejszych wlasnosci czworokata wpisanego
w okrag.
Definicja: Czworokat wpisany w okrag

Czworokat, ktorego wszystkie wierzchotki lezg na jednym okregu.

Witasnosci czworokata wpisanego w okrag

Wazne!

Czworokat wypukly mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy suma jego
przeciwleglych katow jest rowna 180°, czyli gdy

a+vy=p0+6=180".

Czworokat mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy symetralne wszystkich jego
bokow przecinajg sie w jednym punkcie.

Whiosek: Trapez mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy jest rownoramienny.

Powyzszy fakt mozemy udowodni¢, korzystajac z wlasnosci katow w trapezie

i w czworokacie wpisanym w okragg. Wniosek ten wynika réwniez z prostej obserwacii, ze

symetralna dowolnej cieciwy w okregu jest prostopadta do nieji przechodzi przez srodek

tego okregu. Zatem dwie rownolegle cieciwy majg wspolng o$ symetrii (jest nig ich

symetralna). Zatem trapez o wierzchotkach w koncach tych cieciw jest rownoramienny.
Dla zainteresowanych
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Twierdzenie Ptolemeusza

Czworokat ABC D mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn dtugosci
przekatnych réwny jest sumie iloczynow diugosci przeciwleglych bokow.

Dla czworokatow wpisanych w okrag zachodzi, przypominajacy nieco wzor Herona, wzoér
Brahmagupty:

S=V-ap-Hp-p-d

gdzie p = %(a + b+ ¢+ d) - polowa obwodu czworokata, a, b, ¢, d - dtugosci bokoéw

czworokata.
Ponizej kilka przyktadow wyznaczania pole czworokgta wpisanego w okrag.

Zacznijmy od prostego przyktadu.
Przyktad 1

Obliczymy pole czworokgta wpisanego w okrag. Promien tego okregu jest rowny 5.
Przekatne tego czworokata sa srednicami tego okregu i przecinajg si¢ pod katem 30°.

Rozwigzanie

Aby rozwigzac¢ to zadanie wystarczy, ze zastosujemy wzor na pole czworokata o danych
przekatnych i kgcie a miedzy nimi:

P=3di-dy-sina=+-10-10- 5 = 25,

W powyzszym przykladzie nie musieliSmy wykorzystywac faktu, ze zadany czworokat jest
prostokatem (co wynika z faktu, ze kat oparty na Srednicy jest kagtem prostym).

Jednak w wielu zadaniach zanim zastosujemy odpowiedni wzor na pole czworokata,
bedziemy musieli przeanalizowa¢ wtasnosci danego czworokata.
Przyktad 2

Trapez ABCD wpisany jest w okrag, przy czym dluzsza podstawa AB trapezu o dlugosci
20 jest Srednica tego okregu. Ramie BC ma dtugo$¢ 10. Obliczymy pole tego trapezu.




Rozwigzanie

Na poczatek przypomnijmy, Ze trapez wpisany w okrag jest trapezem rownoramiennym,
zatem |AD| = |BC| = 10. Ponadto promien okregu tez jest rowny 10, wiec mozemy
wywnioskowac, ze trojkaty BOC i AOD sa trojkatami rownobocznymi. Ich katy przy
wierzchotku O maja miare 60°. Kat COD réwniez ma miare 60°. Wynika stad, ze trojkat
OCD jest rébwniez rownoboczny. Zatem pole trapezu jest rowne sumie pol trzech
trojkatow rownobocznych o boku dtugosci 10:

§=3.105 _175/3

Przeanalizujmy teraz wazne zadanie zwigzane z wyznaczeniem pola czworokata, gdy dane
sq dtugosci jego bokow. Rozwigzemy ten problem dwoma sposobami.
Przyktad 3

Obliczymy pole czworokata ABCD wpisanego w okrag. Diugosci bokow tego
czworokata sa rowne: |AB| = 2, |BC| = 3, |CD| = 4, |DA| = 5.

Rozwigzanie

Zadanie to mozna rozwiazac btyskawicznie wyliczajgc wartos¢ potowy obwodu
p=1(2+3+4+5)=7

i podstawiajac do wzoru Brahmagupty:

S=V(p—a)p-b)—)(p—d).

Zatem




| 5=/(T—2)(7T—3)(T—4)(7T—5)=+5-4-3-2 =2V/30.

Powyzszego wzoru nie ma w tablicach matematycznych, rzadko tez jest stosowany na
lekcjach. Sprobujmy wiec wyznaczyc¢ to pole, odwotujac sie do wiadomosci ,,szkolnych”
Powtorzymy przykiad rozwiazujac go inng metoda.

Przyktad 4

Przypomnijmy, ze szukamy pola czworokata ABC'D wpisanego w okrag. Dtugosci bokéw
BC| =3,

CD| = 4,

tego czworokata sg rowne: |AB| = 2, DA| =5.

Rozwigzanie
D

Oznaczymy diugo$¢ przekatnej AC litera d i zastosujemy twierdzenie cosinuséw dla
trojkatow ABC'i ADC. Wykorzystamy fakt, ze § = 180° — 3 oraz
cos(180° — B) = — cos .

Otrzymujemy dwa rownania:
d> =4+9—12cosf3,
d? =16 + 25 + 40 cos B.
Poréwnujgc prawe strony otrzymujemy:
4+9—12cosf =16 + 25 + 40 cos 5,
52 cos B = —28,

7

cosf = — 3.

Nastepnie korzystamy z jedynki trygonometrycznej:




sinﬂ:\/l—(cosﬁ)2:\/l—1%: = = =30

Szukane pole czworokata ABCD jest suma pol trojkatéw ABC i AC'D, wigc
wykorzystujac wzor na pole trojkata otrzymujemy:

S=5-|AB|-|BC|-sinf+ 5 -|AD|-|DC| - sin(180° — ) =

=1.2.3-2v30+1-4-5- 230 =230 =2V30.
Ciekawostka

Przy okazji dwoch powyzszych rozwigzan warto zauwazyc, ze postepujac podobnie jak
w przykladzie 3, mozemy wyprowadzi¢ wzor na pole czworokata wpisanego w okrag
o danych dtugosciach bokow, wiec wzor Brahmagupty.

Nieco bardziej skomplikowane jest wyprowadzenie wzoru na pole dowolnego
czworokata o danych dlugosciach bokéw. Postepuje sie¢ podobnie, cho¢ potrzebna jest
nam wtedy dodatkowa informacija o czworokgcie (np. kat lub przekatna).

Okazuje sie, ze sposrod wszystkich czworokatow o zadanych dtugosciach kolejnych
bokow, najwieksze pole ma ten wpisany w okrag!
Przyktad 5

Trapez rownoramienny wpisany jest w okrag o promieniu 5, przy czym dtuzsza podstawa
ma dlugos¢ 8, a krotsza 6. Zastanowmy si¢ jakie moze byc¢ pole tego trapezu.

Rozwigzanie

Polecenie ,jakie moze byc¢ pole trapezu” sugeruje, ze odpowiedz nie musi by¢
jednoznaczna. W zadaniu mamy okrag o promieniu 5 i dwie rownolegte cigeciwy (bedace
podstawami trapezu). Mozliwe sg zatem dwie opcje (rysunek):



Wyznaczymy wysokosci tych trapezow, czyli odlegtosci podstaw. Zauwazmy ze mozna to
zrobi¢ wyznaczajgc odleglosc¢ srodka okregu od diuzszejpodstawy (h;) oraz od krotszej
podstawy (hs). Trapez o wiekszym polu bedzie miat wysoko$¢ rowna sumie tych
odleglosci, natomiast trapez o mniejszym polu bedzie mial wysoko$¢ rowng roznicy tych
odlegtlosci.

Wartosci h; oraz hsy obliczamy z twierdzenia Pitagorasa:
hi’+4*=5% = h; =3
he’+ 32 =5 = hy=4

Zatem szukane pole ma wartoSc¢:



S=4(8+6)(3+4) =49

S=1(8+6)4-3)=T.

Stownik
trapez

czworokat (wypukly) majacy przynajmniejjedna pare rownolegtych bokow; (wybrang)
pare bokoéw rownoleglych nazywa sie podstawami, pozostate boki noszg nazwe ramion,
odleglos¢ miedzy podstawami nazywa si¢ wysokoscia trapezu

symetralna odcinka

prosta prostopadia do danego odcinka przechodzaca przez jego srodek; rownowaznie -

prosta bedaca zbiorem punktow rowno oddalonych od obu koncéw odcinka



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
W ponizszym aplecie zmieniaj dtugosci bokéw i miary katow wybranych czworokatow.

Przy ustalonym obwodzie obserwuj, w jakich przypadkach na powstatym czworokacie

mozna opisa¢ okrag oraz jak zmienia sie pole czworokata. Wyciagnij wnioski.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /D12r509bW

Polecenie 2
Korzystajac z poznanego twierdzenia, dzieki powyzszej symulacji, oblicz najwieksze

mozliwe pole czworokata, ktéry ma dwa boki dtugosci 1 i dwa boki dtugosci 2.


https://zpe.gov.pl/a/D12r5O9bW

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

Prostokat A BC D wpisany jest w okrag o promieniu 4. Dtugos$¢ boku |AB| = 7.




Cwiczenie 2 @)
Udowodnij, ze jezeli na deltoidzie o bokach x i y mozna opisac okrag, to jego pole

wyraza sie wzorem P = zy.

Cwiczenie 3 C
W trapezie ABC'D wpisanym w okrag jedna z podstaw jest dwa razy dtuzsza od
drugiej, a przekatna jest dwusieczng kata przy dtuzszej podstawie. Oblicz pole tego

trapezu, jezeli jego ramie ma dtugosc 4.

D a C

A 2a B

Cwiczenie 4 O

Cwiczenie 5 Q@



Cwiczenie 6 Q®

Cwiczenie 7 @

Na czworokacie ABC' D mozna opisa¢ okrag. Dtugosci bokéw tego czworokata sa

réwne |BC| = 12, |CD| = 6, |AD| = 10, akat ABC ma miare 60°. Oblicz pole
czworokata ABCD.
Cwiczenie 8 @

W okrag o srednicy 26 wpisano trapez rownoramienny w ten sposob, ze suma

kwadratéw dtugosci jego podstaw jest réwna 914, a sinus kata ostrego wynosi %

Oblicz pole tego trapezu.



Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole czworokata wpisanego w okrag

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wtasnosci czworokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» wykorzystuje wlasnosci czworokatow wpisanych w okrag w zadaniach
geometrycznych,

» stosuje wzoOr Brahmagupty i twierdzenie Ptolemeusza, obliczajgc pole czworokata
wpisanego w okrag.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
» metoda tekstu przewodniego

Formy pracy:



e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Uczniowie przypominaja wlasno$ci czworokatow.
» Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

o Nauczyciel inicjuje dyskusje na temat warunkow jakie musi spetnia¢ czworokat, aby
mogt by¢ wpisany w okrag. Uczniowie formulujg wnioski korzystajgc z symulaciji
interaktywne;j.

» Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie w grupach lub indywidualnie, metoda
tekstu przewodniego, analizujg przyktady 1 - 4, nastepnie na forum klasy dyskutuja
rozwigzania.

o Nauczyciel przedstawia rozwigzanie przyktadu 5.

» Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 1-6.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

» Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia 7 -8 z sekcji ,Sprawdz
si¢” oraz polecenia zwigzane w symulacja interaktywna.

Materialy pomocnicze:
Obliczanie p6l i obwodow czworokgtow
Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze zosta¢ wykorzystana przez uczniow do stworzenia infografiki
prezentujacej warunki wpisania czworokgtow w okrag.


https://epodreczniki.pl/a/obliczanie-pol-i-obwodow-czworokatow/DcfpefmJk

Moze by¢ tez wykorzystana przy omawianiu tematow dotyczgcych wiasno$ci czworokatow
wpisanych w okrag.



