/astosowanie funkcji wyktadnicze]

Zadania wykorzystujace funkcje wyktadniczg w celu obliczenia: przyrostu populacii,
przebiegu epidemii, zasiegu sieci spotecznoSciowych w internecie, rozpadu pierwiastkow
promieniotworczych, rozpadu wegla C-14, temperatury wody w miare jej stygniecia,
absorpcji promieniowania rentgenowskiego. Cwiczenia z wyjaénieniami i rozwigzaniami.

Przykiady zastosowan funkcji wyktadniczej: przyrost populacji, przebieg epidemii, zasieg
sieci spoteczno$ciowych w internecie, rozpad pierwiastkow promieniotworczych, rozpad
wegla C-14, ilos¢ leku we krwi od chwili podania, temperatura wody w miare jej stygniecia,
absorpcja promieniowania rentgenowskiego.



Zastosowanie funkcji wyktadniczej

Za pomocy funkciji wyktadniczej mozna opisa¢ wiele zjawisk z zycia codziennego. Funkcje
te stosujemy do opisu wielkosSci, ktore w stalym tempie si¢ zmieniajg, w ten sposob, ze

w kolejnych odcinkach czasu tyle samo razy lub o ten sam procent si¢ zwiekszajg lub
zmniejszajg. WielkosSci takie majg te wlasnos¢, ze ich przyrost od pewnego momentu jest
duzo szybszy niz wzrost liniowy. Za to spadek w tempie wyktadniczym jest wolniejszy niz
spadek w tempie liniowym. Z wzrostem i spadkiem wyktadniczym mamy do czynienia

w biologii, chemii, demografii, gospodarce.

Podamy ponizej kilka zastosowan funkcji wyktadnicze;.
Przyktad 1

Zeby okresli¢ liczebnos¢ pewnej populacji osobnikow, mozna skorzystac ze wzoru

gdzie
L(0) jest poczatkowq liczbg osobnikéw w populacii,
a pewna statg wiekszg od zera, charakterystyczna dla tej populacii.

Populacja osobnikow w tempie wyktadniczym rozmnaza si¢ najczesciej przez pewien
czas, po ktorym nastepuje czas wzglednej rownowagi pomiedzy iloScig osobnikow
tworzgacych sie i obumierajgcych.

Przyrost populacji, przebieg epidemii czy zasieg sieci spotecznoSciowych w internecie
nie mogg wzrasta¢ w nieskonczonos$¢, gdyz istniejg ograniczenia Srodowiska czy
przestrzeni, w ktorej dane zjawiska wystepuja.

Pewna kolonia bakterii liczy na poczatku obserwacji 500000 osobnikow. Co godzina ich
liczba wzrasta o 10%. Oblicz, ile bakterii bedzie w tejkolonii po 3 godzinach, ile po 5
godzinach, a ile po 10 godzinach.

Liczbe osobnikéw tej kolonii obliczymy ze wzoru L(t) = 500000 - 1, 1%,

Zatem

L(3) = 500000 - 1,1* = 665500




L(5) = 500000 - 1,1° = 805255

L(10) = 500000 - 1, 1'% = 1296870.
Przyktad 2

W pewnym mies$cie odnotowano w kolejnych latach podana w tabeli liczbe mieszkancow.

Rok Liczba ludnoSci (w tysigcach) Przyrost ludno$ci (w tysiacach)
2009 30,30 -

2010 31,00 0,7

2011 31,71 0,71

2012 32,44 0,73

2013 33,19 0,75

2014 33,95 0,76

Zauwazmy, ze liczba mieszkancow nie przyrasta w sposob liniowy, poniewaz w kolejnych
latach przyrost jest coraz wiekszy. Obliczmy stosunek liczby mieszkancow w danym roku
do liczby mieszkancow w poprzednim roku.

liczba mieszkancow w 2014 33,95

= ~ 1,023
liczba mieszkancow w 2013 33,19
liczba mieszkancow w 2013 33,19 1023
liczba mieszkanicow w 2012 32,44
liczba mieszkancow w 2012~ 32,44 1023
liczba mieszkanicow w 2011~ 31,71
liczba mieszkancow w 2011 31,71 ~1.023
liczba mieszkanicow w 2010 31
liczba mieszkancow w 2010 31 ~ 1,023,

liczba mieszkaicow w 2009 30,3



Poniewaz otrzymane ilorazy sa rowne (w pewnym przyblizeniu), wynika stad, ze liczba
mieszkancow rosnie kazdego roku o okoto 2, 3%. Liczbe ludno$ci w tym miescie po ¢
latach od 2009 roku mozemy opisa¢ wzorem

X(t) = 30,3 (1,023)".

Zatem przyrost ludno$ci w tym mieScie ma charakter wykladniczy. Jezeli w kolejnych
latach przyrost ludnosSci zachowat ten charakter, ile os6b mieszkato w tym mie$cie
w latach 2016, 20207

W roku 2016 byto 33,95 - (1,023)* ~ 35, 53, czyli okoto 35, 53 tysiecy mieszkancow.

Liczba mieszkancow w 2020 roku wynosita
X(11) = 30,3 - (1,023)"" ~ 38,91,
czyli okoto 38, 91 tysiecy.

Przyktad 3

Pierwiastki promieniotwoércze samoistnie rozpadaja si¢. Czasem potowicznego rozpadu
nazywamy czas, po ktorym masa probki takiego pierwiastka zmniejszy si¢ o polowe. Mase
probki po uptywie czasu ¢t mozemy obliczy¢ ze wzoru

m(t) = m(0) - (1)_

2

gdzie
m(0) - jest masg probki na poczatku,
T to okres potowicznego rozpadu.

Izotop jodu ma czas potowicznego rozpadu 8 dni. Ille miligramow jodu zostanie z 20 mg
probki po uptywie 32 dni? Jaki procent izotopu ulegnie rozpadowi w tym czasie?

32 dni to 4 okresy potowicznego rozpadu izotopu jodu, bo % = % = 4. Mamy wigc

1\* 20 5

4
32)=20- (=) == =2 —1,95.
m(32) (2) 16 4



Zatem z probki zlozonejz 20 mg pozostanie po 32 dniach 1,25 mg. Rozpadowi ulegnie
wiec 18,75 mg z 20 mg. Ukladamy proporcije

100% — 20 mg
rz — 18,75 mg
Stad
18,75 - 100
r = — % = 93,75%.
20
Przyktad 4

W naturze wystepuja trzy izotopy wegla C' — 12, C — 13, C — 14, r6znigce sie miedzy
soba liczba protonéw i neutronoéw w jadrze. Wegiel C' — 14 jest radioaktywny i jego czas
potowicznego rozpadu jest rowny 5730 lat. Powstaje on w gornych warstwach atmosfery
w wyniku bombardowania atoméw azotu neutronami o wysokiej energii

z promieniowania kosmicznego. Izotopu C' — 14 jest bardzo malo w zawartym

w powietrzu dwutlenku wegla, jeden atom przypada na okoto 10'? atoméw wegla C — 12
. Wszystkie rosliny pobierajg z atmosfery oba rodzaje wegla. Takze zwierzeta, jedzac
rosliny, pobierajg oba rodzaje wegla. Okazuje sig, ze zawarto$¢ wegla C' — 14

w organizmach jest podobna do jego zawartosci w atmosferze. Po Smierci konczy sie
doplyw wegla z zewnatrz i wtedy wegiel C' — 12 pozostaje w komorkach, a wegiel C' — 14
ulega rozpadowi.

Liczbe atomow wegla C' — 14 w probee po czasie ¢ obliczymy ze wzoru

v =) (5)7

1. Ile lat temu zginat cztowiek, jezeli w jego szczatkach znajduje sie tylko 6, 25% ilosci
wegla, jaka jest w zywym organizmie?
Zbadajmy, jaka ilos¢ wegla C' — 14 pozostanie po kolejnych okresach.

Okres, jaki uptynal Ilosé wegla C' — 14, jaka pozostanie
5730 50%
11460 25%
17190 12,5%

22920 6,25%



Zatem cztowiek ten zyt okoto 22920 lat temu.

2. Znaleziono ko$¢ pewnego zwierzecia, w ktorej 1 atom wegla C — 14 przypada na
4 - 102 atomoéw zwyklego wegla. Jaki czas uptynat od $mierci tego zwierzecia?

Poniewaz w atmosferze na 1 atom wegla C' — 14 przypada 10'? atoméw zwyklego
wegla, wiec ilo$¢ wegla zmniejszyta sie czterokrotnie. Po pierwszym okresie, czyli
lacznie po 5 730 latach, ilos¢ wegla zmniejszyla sie o potowe i po kolejnym okresie,
czyli po 11 460 latach, ilos¢ wegla zmniejszyla sie czterokrotnie. Zatem zwierze zyto
okoto 11 500 lat temu.

Przyktad 5

Po podaniu pewnego leku do organizmu substancja czynna tego leku przenika do
krwiobiegu. Nastepnie z kazdg godzing ilo$¢ tej substancji maleje o okoto 40%. Jezeli
podana dawka leku zawierata 250 mg substancii, to po ilu godzinach zostanie

w krwiobiegu pacjenta mniejniz 32,4 mg substancji?

e sposobl
Jezeli z kazda nastepng godzing ilo$¢ substancji w krwiobiegu maleje o 40%, to
znaczy, ze po kazdej godzinie pozostanie 0, 6 iloSci substancji obecnejw poprzedniej
godzinie. Zatem X (¢) = 250 - (0, 6)", gdzie ¢ oznacza ilos¢ czasu w godzinach, jaki
uptynat od podania leku, a X (%) to iloé¢ leku w organizmie po t godzinach.
Mamy wiec 250 - (0, 6)" < 32,4. Stad (0,6)" < 0,1296. Poniewaz 0, 1296 = (0, 6)*,
wiec nieréwnosé¢ ma postaé (0,6)" < (0, 6)*. Funkcjay = (0, 6)" jest funkcja
malejgcy, wiec dla wigkszych argumentow przyjmuje mniejsze wartosci. Stad wynika,
zet > 4.

e sSposob II
W kolejnych godzinach mamy:

X(1) = 250- 0,6 = 150

X(2) = 150-0,6 = 90

X(3)=90-0,6 =54

X(4) =54-0,6 = 32,4.

Funkcja opisujaca ilo$¢ leku we krwi jest funkcja malejgca oraz dla argumentu 4 przyjmuje
dokladnie warto$¢ 32, 4, zatem dla argumentow wiekszych przyjmuje warto$ci mniejsze.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Po czasie dtuzszym niz 4 godziny w organizmie pacjenta pozostanie mniejniz 32,4 g

leku.
Przyktad 6

Jezeli umieScimy przedmiot w statej temperaturze otoczenia, nizszej od jego

temperatury, to przedmiot ten bedzie stygt az do osiggni¢cia temperatury otoczenia.

Temperature po okreslonym czasie obliczymy za pomoca wzoru

T(t) =Ty + (T, — To)a™*

Ty to temperatura otoczenia, T}, to temperatura poczatkowa przedmiotu, a jest staty

charakterystyczng dla danego przedmiotu.



AT

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zagotowalismy wode do temperatury 100° C, a nastgpnie umiesciliémy w pomieszczeniu
o temperaturze 25°C. Po 10 minutach zmierzyliSmy temperatur¢ wody i okazalo sie, ze
wynosi ona 70° C. Jakg temperature bedzie miata woda po nastepnych 10 minutach?

Temperature wody po 10 minutach opisuje wzor:
T(10) = 25° + (100" —25°) -a * = 70"
stad:
75" -a 10 =45".
Otrzymujemy wiec a ** = 0, 6. Stad a'® = % ~ 1,67, awieca = W ~ 1,053.
Po nastepnych 10 minutach, czyli po 20 minutach od zagotowania wody jej temperatura
bedzie rowna:
T(20) ~ 25° + 75" - 1,053 %0 =
=25"+75"-0,356 =

= 25" +27° =52°

Przyktad 7



Przykladem zastosowania funkcji wykladniczej w medycynie jest zanik
monochromatycznejwigzki promieniowania rentgenowskiego przy przechodzeniu
przez materie. W tym przypadku natezenie promieniowania I przy przejsciu przez ciato
grubosci x dane jest wzorem:

I(z) = Ie™*

gdzie

Iy - natezenie wychodzace z lampy rentgenowskie;j,

k - liniowy wspotczynnik pochtaniania promieniowania w materii,

x - grubo$¢ warstwy pochtaniajace;j.

e - liczba niewymierna, e ~ 2, 718.

Jednostkg liniowego wspotczynnika pochtaniania (absorpcii) jest [%} .

Cwiczenie 1 3
Kolonia bakterii sktadata sie z 500 organizméw. Po kazdej godzinie liczba bakterii rosnie o
20%. lle bakterii bedzie po 3 godzinach? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O 968
O 864

O 800

) 1500

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2 @)
Na poczatku obserwacji kolonia liczyta 500, a na koricu 845 bakterii. O ile procent przyrastata
liczba bakterii w ciggu godziny, jezeli liczba bakterii przyrasta w tempie wyktadniczym, czyli

wedtug wzoru L(t) = L(0) - a’, a eksperyment trwat 2 godziny? Zaznacz poprawna
odpowiedz.

O 25%
O 30%
O 37%

O 43%

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 @
Na poczatku obserwacji kolonia liczyta 1000 bakterii. Po 5 godzinach liczba ta wzrosta do

1800. lle osobnikéw bedzie liczyta kolonia po 20 godzinach w zaokragleniu do tysiecy?
Zaznacz poprawng odpowiedz.

() 18000
() 14000
(O 10000

) 6000

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 C
W pewnej kolonii liczba bakterii zwieksza sie co godzine o 25%. W ktérej godzinie liczba ta
ulegta podwojeniu? Zaznacz poprawng odpowiedz.

W 2 godzinie.
W 3 godzinie.

W 4 godzinie.

o O O

() W 5 godzinie.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5 O
W pewnej miejscowosci mieszkato 1400 oséb. Miejscowosc rozwija sie preznie, tak ze

kazdego roku liczba ta zwieksza sie 0 10%. Po ilu latach liczba mieszkaricow przekroczy 2000?
Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Po5 latach.
() Po2latach.
() Po4latach.

() Po 3 latach.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6 ®
W pewnej kolonii bakterii po 4 godzinach od rozpoczecia do$wiadczenia liczba organizmoéw
byta réwna 7500, a po 6 godzinach byta juz réwna 37500. Wiedzac, Ze liczba bakterii

przyrastata w sposéb wyktadniczy oblicz, ile bakterii byto na poczatku doswiadczenia oraz ile
po 12 godzinach. Uzupetnij ponizsze zdanie, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

Na poczatku byto bakterii, natomiast po 12 godzinach

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7 ®
Dla uranu 235 czas potowicznego rozpadu wynosi 713 miliondw lat. lle lat potrzeba, zeby z
1 g pierwiastka pozostato nie wiecej niz 0, 125 g? Zaznacz poprawna odpowiedz.

(O 1827 milionéw lat
(O 1935 miliondéw lat
(O 2038 milionéw lat

(O 2139 miliondéw lat

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8 O
Po uptywie 15 dni z poczatkowej préobki o masie 2 g pozostanie 0, 25 g bizmutu 210. Jaki jest
czas potowicznego rozpadu tego pierwiastka? Zaznacz poprawna odpowiedz.

() T =17,5dnia
O T =10dni
() T =5dni

() T =2,5dnia

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 @

.....

okres potowicznego rozpadu dla wapnia wynosi 6 miesiecy? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 0,3g
O 3,6¢g
O 3,2g

O 3,0g

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 @
lle wynosi okres potowicznego rozpadu kobaltu, jezeli wiadomo, ze podczas doswiadczenia,

ktore trwato 20 lat, z probki wazacej 40 g pozostato 2, 5 g tego pierwiastka? Zaznacz
poprawng odpowiedz.

(O 8lat
(O Tlat
() blat

() 6lat

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11 @
W pewnej kosci zawartosé wegla C — 14 jest mniejsza o 75% od zawartoséci w atmosferze. lle
wynosi wiek znaleziska? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() 13730 lat
() 10860 lat
() 11460 lat
() 12340 lat

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 @
Okresl wiek znaleziska archeologicznego, wiedzac, ze jeden atom wegla C' — 14 przypada na
16 - 102 atoméw wegla C — 12. Zaznacz poprawng odpowiedz.

() 22540 lat
() 24820 lat
O 22920 lat

() 20780 lat

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13 @
Jaki procent wegla C' — 14 pozostat w znalezisku archeologicznym, ktére ma 15000 lat?
Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 18%
O 16%
O 20%
O 15%

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 @
Pewien ptyn podgrzano do temperatury 80° C , a nastepnie odstawiono do pomieszczenia

o temperaturze 25° C, zeby wystygt. Po 15 minutach temperatura ptynu wynosita 60° C. Jaka
temperature miat ptyn po godzinie od podgrzania? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() okoto40°C
(O okoto 28°C
() okoto 0°C

(O okoto 34°C

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



