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Zrédto: Jason Leung, domena publiczna.

Ciag Fibonacciego to cigg liczb naturalnych opisany w sposob rekurencyjny: pierwszy
element jest rowny 0, drugi rowny jest 1, a kazdy nastepny jest suma dwoch poprzednich.
Ciag ten po raz pierwszy zostal omowiony w 1202 roku przez Leonarda z Pizy, zwanego
rowniez Fibonaccim. Wiecej informaciji znajdziesz w e-materiale Cigg Fibonacciego.

Z tego e-materiatlu dowiesz si¢, jak w jezyku Python zaimplementowac algorytm stuzacy do
obliczania wyrazow ciggu Fibonacciego.

Implementacje algorytméw wykorzystujacych cigg Fibonacciego w wybranych jezykach
programowania znajdziesz w e-materiatach:

» Cigg Fibonacciego w jezyku C++,
» Ciag Fibonacciego w jezyku Java.

Wiecej zadan? Przejdz do e-materialu Ciag Fibonacciego - zadania maturalne.
O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjasnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

» Ciag okreslony rekurencyjnie,
» Ciag geometryczny okreslony rekurencyjnie,
» Wzor ogolny ciggu okreslonego rekurencyjnie,
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o Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.
Twoje cele

» Przeanalizujesz rekurencyjny oraz iteracyjny algorytm generujgcy kolejne elementy
ciggu Fibonacciego, zapisany za pomocg jezyka Python.

o Zaimplementujesz rekurencyjny oraz iteracyjny algorytm generowania kolejnych
wyrazow ciggu Fibonacciego, w jezyku Python.

o Stworzysz program obliczajgcy i wizualizujacy zwigzek tzw. ztotego podziatu i ciggu
Fibonacciego.
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Schemat interaktywny




Polecenie 1

Zapisz algorytm obliczania elementu ciggu Fibonacciego o indeksie n.

Dziatanie programu przetestujdlan = 8.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna

Wynik:

Program na standardowym wyjsciu indeks ciggu Fibonacciego o indeksie n.




Polecenie 2

Poréwnaj swoje rozwigzanie z tym przedstawionym w filmie.

/Klaorytmy rekurencyjne
Ciag Fibonacciego

Implementacja w jezyku Python

F A

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1Ca9SV9I85Qli
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujacy do treSci materiatu

Plik o rozmiarze 213.00 B w jezyku polskim
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Polecenie 3

Zapisz algorytm obliczania rekurencyjnie n pierwszych elementéw ciggu Fibonacciego.
Wykorzystaj do tego schemat interaktywny lub jezyk programowania.

Dziatanie programu przetestujdlan = 8.

Ze wzgledu na ograniczenia schematu blokowego maksymalna wartosé n to 25.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna

Wynik:

Program na standardowym wyjsciu wypisze n pierwszych elementdéw ciggu Fibonacciego.






Przeczytaj

Ciag Fibonacciego - podsumowanie
Ciag Fibonacciego to ciag ztozony z liczb naturalnych o nastepujacych cechach:

» pierwszy element ciggu jest rowny O,
» drugi element ciggu jest rowny 1,
o kazdy kolejny element ciggu jest suma dwoch elementow go poprzedzajgcych.

Definicja ciggu Fibonacciego ma nastepujgca postac:

0 dlan =20
F,=<1 dlan=1
Fn—l +Fn—2 dlan >1

Rekurencja
Przyktad 1

Oto zapisana w postaci pseudokodu funkcja rekurencyjna, ktéra oblicza wyraz ciggu
Fibonacciego o indeksie n:

rek_fib(n)
jesli n wynosi 0@ zwroc€ 0
jesli n wynosi 1 zwrocC 1
w innym przypadku zwrdéc¢ (rek_fib(n - 1) + rek_fib(n - 2))

Na podstawie pseudokodu mozemy zdefiniowa¢ w jezyku Python funkcje, ktora zwroci
element ciggu o indeksie n. Przetestujmy jej dziatanie dla indeksu rownego 5:

def rek_fibonacci(n):
if n == 0:
return 0
elif n == 1:
return 1
else:
return rek_fibonacci(n - 1) + rek_fibonacci(n - 2)

print(rek_fibonacci(5))
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Wywolujac przedstawiong funkcje w petli, wygenerujemy okreslong liczbe elementow
ciggu Fibonacciego:

def rek_fibonacci(n):
if n ==
return 0
elif n ==
return 1
else:
return rek_fibonacci(n - 1) + rek_fibonacci(n - 2)

ciag = "'
for element in range(10):

ciag += str(rek_fibonacci(element)) + ' '
print(ciag)

Polecenie 1 R

Mozesz rowniez przygotowac funkcje zwracajaca ciag Fibonacciego jako liste dla dalszych

obliczen. Przygotuj taki kod.

Iteracja
Przyktad 2

Oto zapisana w postaci pseudokodu funkcja iteracyjna, ktéra oblicza wyraz ciggu
Fibonacciego o indeksie n:

funkcja iter_fib(n)

jezeli n == 0 wykonaj:
Zwroc 0
w przeciwnym razie jezeli n == 1 wykonaj:
zwroc 1
a ==
=1
i=2

dop6ki i <= n wykonuj:
suma = a + b
a=>,




14 b = suma
15 i=3i+1
16 Zwroc b

Na podstawie pseudokodu mozemy zdefiniowac¢ w jezyku Python funkcje, ktora zwroéci
element ciggu o indeksie n. Przetestujmy jej dziatanie dla indeksu rownego 5:

1 def iter_fibonacci(n):
2 if n ==

3 return 0

4 elif n ==

5 return 1

6

7 a =20

8 =1

9 = 2

10

11 while i <= n:

12 suma = a + b
13 a=m>

14 b = suma

15 i=1i+1

16 return b

17

18 print(iter_fibonacci(5))

Wywolujac przedstawiong funkcje w petli, wygenerujemy okreslong liczbe elementow
ciggu Fibonacciego:

1 def iter_fibonacci(n):
2 if n ==

3 return 0

4 elif n ==

5 return 1

6

7 a =20

8 =1

9 =2

10
11 while i <= n:



12 suma = a + b

13 a==»>b

14 b = suma

15 i=1+1

16 return b

17

18 ciag = "'

19 for element in range(10):

20 ciag += str(iter_fibonacci(element)) + ' '

21 print(ciag)

Polecenie 2 R’

Mozesz réwniez przygotowac funkcje zwracajaca cigg Fibonacciego jako liste dla dalszych
obliczen. Przygotuj taki kod.

Ztota liczba

Ciag Fibonacciego jest powiazany z tzw. ztotg liczba. W przyblizeniu wynosi

ona 1,618033988... Dzielagc wyraz ciggu o indeksie n przez wyraz o indeksien - 1,
otrzymamy iloraz oscylujgcy wokot 1,618. W miare tego, jak zwiekszajg si¢ wartosci dzielnej
i dzielnika, zmniejsza si¢ odchylenie od wartosci ztotej liczby.

Przyktad 3

Napiszmy program, ktory dla zadanej liczby elementow ciggu Fibonacciego wypisze
kolejne przyblizenia ztotej liczby oraz przygotuje wykres obrazujacy, jak zmienia sie
odchylenie od wartosci ztotejliczby dla kolejnych wyrazow ciggu Fibonacciego,
wykorzystujac modut matplotlib.

1 def fibonacci_zlota(n):

2 # wczytanie modutu rysujgcego

3 import matplotlib.pyplot as plt
4

5 # definicja funkcji pomocnicze]j
6 def rek_fib(n):

7 if n ==

8 return 0

9 elif n == 1:

10 return 1

11 else:

12 return rek_fib(n - 1) + rek_fib(n - 2)
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lista_x = [ x for x in range(2,n) ]

fibonacci

[ rek_fib(x) for x in range(n) ]

zlota = [ (fibonacci[x] / fibonacci[x-1]) for x in range(2,

# wypisujemy na ekranie liste wartosci
print(zlota)

# wysSwietlamy okno z wykresem

# "o:
plt.

plt
plt
plt

plt.

" - punkty potaczone przerywang linig
plot(lista_x,zlota,"o:")
.grid(True)
.xlabel('n")

.ylabel('stosunek wyrazu ciggu Fibonacciego o indeksie n

show()

# przyklad wykonania

fibonacci_zlota(24)

0, 2.0, 1.5, 1.6666666666666667, 1.6, 1.625,
6153846153846154, 1.619047619047619,
1.6176470588235294, 1.6181818181818182,

[1.
1.

R R R R R R

.6179775280898876, 1.6180555555555556,
.6180257510729614, 1.6180371352785146,
.618032786885246, 1.618034447821682,

.6180338134001253, 1.618034055727554,
.6180339631667064, 1.6180339985218033,
.618033985017358, 1.6180339901755971]

Wynikiem bedzie wykres prezentujacy zalezno$¢ odchylenia od wartosci ztotejliczby, dla

kolejnych wyrazow ciggu Fibonacciego:
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 1

Napisz w jezyku Python program, ktory bedzie wyznaczat wyraz ciggu Fibonacciego o indeksie
n.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna, indeks wyznaczanego elementu

Wynik:

Na wyjsciu standardowym program wypisze wyraz ciggu Fibonacciego o indeksie n.




Cwiczenie 2
Uruchom funkcje generujgca wyraz ciggu Fibonacciego o indeksie 45, wykorzystujac funkcje

rekurencyjna i iteracyjna. Zmierz czas potrzebny na wykonanie obliczen programu. Poréwnaj

otrzymane wyniki i zapisz wnioski.

Stownik

Fibonacci

wtoski matematyk, ur. ok. 1175 r., znany jako Leonardo Fibonacci, Filius Bonacci (syn
Bonacciego), Leonardo Pisano (Leonardo z Pizy)
liczby naturalne

liczby catkowite nieujemne
matplotlib

biblioteka stuzaca do przedstawienia obrazéw ztozonych z punktow o wspotrzednych x
oraz y (wykresow, histogramow, rozktadow itp.); modut matplotlib nie jest dostepny

w standardowej instalacji Pythona; nalezy go zainstalowac, korzystajac z mechanizmu pip
przestrzen nazw

(ang. namespace) miejsce w pamieci operacyjnej, w ktorejjest przechowywana dana
zmienna; najczesciej przestrzen nazw jest zwiazana z funkcja, a zmienne w niej uzywane
sa widoczne tylko w obrebie tej przestrzeni - jest to ,,zakres obowiazywania” tych
zmiennych

ztota liczba

inaczejboska proporcja (tac. divina proportio) - liczba, ktorej wartoS¢ wynosi
w przyblizeniu 1.618033988...; w geometrii podziat odcinka na dwie czesci, tak by




stosunek dtugosci dtuzszej z nich do krotszej byt taki sam, jak catego odcinka do czeSci
dtuzszej



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @

Napisz funkcje, ktora zwrdci liczbe wywotan rekurencyjnych funkcji fibonacci dla
obliczenia elementu ciggu Fibonacciego o indeksie n. Przetestuj dziatanie programu dla indeksu
rownego 11.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - liczba naturalna, indeks elementu ciggu
Wynik:

Program zwréci liczbe wywotan rekurencyjnych funkcji fibonacci.

Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji ile_wywolan.
2. Obliczenie, ile razy funkcja wywotuje sie dla danego indeksu n.

licznik = ©

1

2

3 def fibonacci(n):

4 # Tu uzupeinij kod
S pass

6

7 def ile_wywolan(n):

8
2

# Tu uzupeinij kod
pass






Cwiczenie 2 O

Napisz program, ktory obliczy element ciggu Fibonacciego o indeksie n, a nastepnie sprawdzi,
czy ten element jest liczba pierwsza i wypisze odpowiedni komunikat. Przetestuj dziatanie
swojego programu dla elementu ciggu Fibonacciego o indeksie rownym 11.

Specyfikacja:
Dane:

e n - liczba naturalna, indeks elementu ciggu Fibonacciego
Wynik:

Program wyswietla element ciggu Fibonacciego o indeksie n oraz komunikat
to liczba pierwsza, jezeli element ciggu Fibonacciego o indeksie n jest liczba pierwsza
lub to nie liczba pierwsza, jezeli element o indeksie n nie jest liczbg pierwsza.

Twoje zadania

1. Program wypisuje element ciggu Fibonacciego o indeksie n oraz po znaku spacji
komunikat to liczba pierwsza, jezeli ten element ciggu jest liczba pierwsza lub
to nie liczba pierwsza, jezeli ten element ciggu nie jest liczbg pierwsza.

def fibonacci(n):
// Tu uzupeinij kod

def czyPierwsza(wynik):
// Tu uzupeinij kod

n =171

wynik = fibonacci(n)

if czyPierwsza(wynik):

10 print(wynik, "to liczba pierwsza")

11 else:

12 print(wynik, "to nie liczba pierwsza")

© 0N O O b WN B






Cwiczenie 3 @

Napisz program, ktory obliczy liczbe wywotan rekurencyjnych funkcji fibonacci()
z argumentami 2, 1 oraz O przy obliczaniu elementu ciggu Fibonacciego o indeksie n. Przetestuj
dziatanie swojego programu dla elementu ciggu o indeksie rownym 13.

Specyfikacja:
Dane:

e n - liczba naturalna, indeks elementu ciggu Fibonacciego
Wynik:

Program wyswietla liczbe wywotan rekurencyjnych fibonacci(2), fibonacci(1) oraz
fibonacci(0@) przy obliczaniu elementu ciggu Fibonacciego o indeksie n.

Twoje zadania

1. Program wypisuje trzy wartosci: liczbe wywotan fibonacci(2), fibonacci(1)
oraz fibonacci (@) przy obliczaniu elementu ciggu Fibonacciego o indeksie

rownym n.

licznik® = ©
licznik1 = ©
licznik2 = ©

def fibonacci(n):
// Tu uzupeinij kod

ile_wywolan(13)






Dla nauczyciela

Autor: Zespo6t autorski Contentplus.pl sp. z o0.0.
Przedmiot: Informatyka

Temat: Ciag Fibonacciego w jezyku Python

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roéznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

e) obliczania wartosci elementow ciggu metodg iteracyjng i rekurencyjng, w tym
wartosci elementow ciggu Fibonacciego.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
» Przeanalizujesz rekurencyjny oraz iteracyjny algorytm generujgcy kolejne elementy
ciggu Fibonacciego, zapisany za pomoc3 jezyka Python.

o Zaimplementujesz rekurencyjny oraz iteracyjny algorytm generowania kolejnych
wyrazow ciggu Fibonacciego, w jezyku Python.



» Stworzysz program obliczajacy i wizualizujacy zwigzek tzw. ztotego podziatu i ciggu
Fibonacciego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
« Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
,Ciag Fibonacciego w jezyku Python”. Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami w sekcji
»Schemat interaktywny” w kontekscie programowania.

Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢ oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.
2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Praca z multimedium. Nauczyciel wy$wietla zawarto$c¢ sekcji ,Schemat interaktywny”.
Uczniowie rozwigzujg Polecenie 1i w parach buduja schemat lub indywidualnie piszg



program, wykorzystujgc jezyk programowania.

2. Praca z tekstem. Chetna lub wybrana osoba referuje najwazniejsze informacje zwigzane
z ciggiem Fibonacciego. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 2 z sekcji ,,Przeczytaj”

3. Praca z multimedium. Uczniowie rozwigzuja Polecenie 2 indywidualnie piszg
program, wykorzystujac jezyk programowania. Porownujg swoja odpowiedz z filmem.

4. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja éwiczenia 1i 2 z sekcj
»Sprawdz sie”.

5. Uczniowie w parach analizujg napisane przez siebie programy. Chetne lub wybrane
osoby przedstawiaja je na forum klasy. Nauczyciel odpowiada na ewentualne pytania.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia z programowania w Pythonie, zwracajac uwage
na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja Polecenie nr 1 z sekcji ,,Przeczytaj”. Ich zadaniem jest
przygotowanie funkcji zwracajgcej cigg Fibonacciego jako liste.

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersii).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy uczniow.



