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Witasnosci ciggow zbieznych

d

Zrédto: Michael Dziedzic, dostepny w internecie: unplash.com, domena publiczna.

O ciggach nieskonczonych mozemy powiedzie¢, ze sg zbiezne (co oznacza, ze posiadaja
granice skonczong) oraz ograniczone (co oznacza, ze wszystkiego wyrazy naleza do
przedziatu o skonczonych krancach). Okazuje sie, ze istnieje zwigzek pomiedzy tymi
pojeciami. W temacie tym omowimy ten zwigzek oraz poznamy inne ciekawe wilasnosci
ciggow zbieznych. Odpowiemy m. in. na pytanie ile granic moze posiadac ciag.

Twoje cele

» Dowiesz sie czy zmiana skonczonejilosci wyrazow ciggu nieskonczonego moze miec
wplyw na jego granice

e Zrozumiesz zwigzek pomiedzy ciggiem zbieznym i ograniczonym.

» Dowiesz si¢ ile granic moze posiadac¢ cigg nieskonczony.




Przeczytaj

lle granic moze posiadac ciag?

Przypomnijmy, ze liczba g jest granicg ciggu, jesli w dowolnym jej otoczeniu znajdujg si¢
prawie wszystkie wyrazy tego ciggu. Zastanéwmy sie czy mozliwe jest, aby nieskonczony
ciag posiadat dwie rozne granice. Przypus¢my, ze taki ciag istnieje, tzn. ze istnieje ciag (an)
taki, ze

n1—1>I—i¥loo an = g1 ’ n1—1>I—Poo an = 92,
oraz g; # g». Zgodnie z definicja granicy ciagu, do dowolnego otoczenia liczb g; oraz g,
powinny naleze¢ prawie wszystkie wyrazy ciggu (a, ). Poniewaz g; # g, wiec mozemy tak
dobra¢ promienie € tych otoczen, aby byly one roztaczne. Wystarczy przyjac € < gl;—gg (tzn.
mniej niz potowa odlegtosci pomiedzy liczbami g; oraz gs). llustruje to ponizszy rysunek.
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W konsekwenciji jesli np. do otoczenia liczby g; bedg nalezaty prawie wszystkie wyrazy
ciggu (a,), to do otoczenia liczby g2, moze nalezec¢ jedynie reszta wyrazow tego ciagu, czyli
skonczona ich ilo$¢. Zatem liczba g2 nie moze by¢ granicg tego ciggu. Rozwazania te
prowadzg nas do nastepujacego wniosku.

Wiasnos¢: Jednoznaczno$¢ granicy ciagu
Jesli cigg nieskonczony posiada granice, to granica ta jest doktadnie jedna.
Rozwazmy nastepujacy przykiad.
Przyktad 1
Niech ciag (a,) dany bedzie wzorem
a, = 2n—4, n € N.

Wypiszmy kilka poczatkowych wyrazow tego ciggu.

aq =24



javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

CL3—8
CL4—6
CL5:25—4
ag = 4
ay =1
a48=%
agﬁZ%

Jak widzimy dla coraz wiekszych n € N wyrazy ciagu (a, ) sg coraz blizsze zeru, co

pozwala stwierdzi¢, ze Er+n a, = 0. Zdefiniujmy teraz ciag (b, ) nastepujaco: b, = 1 dla

n < 23 oraz b, = ay dlan > 23. Poniewaz poczgwszy od wyrazu bas wyrazy ciagu (by,) sa
takie same jak wyrazy ciggu (ay) wiec wyrazy ciggu (b,) (podobnie jak wyrazu ciagu (ar)
) dla coraz wiekszych n € N s3 coraz blizsze zeru. Oznacza to, ze granica ciagu (by,) jest
taka sama jak granica ciggu (ay,).

Rozwazania zawarte w powyzszym przykladzie pozwalajg nam zapisa¢ ponizsza wiasnosc.
Wiasnosé: Zmiana skonczonej ilosci wyrazow ciagu

Jesli cigg nieskonczony (ay) jest zbiezny do granicy g, to ciag (by,) taki, ze b, = an dla
prawie wszystkich n € N, jest rOwniez zbiezny do granicy g. Innymi stowy zmiana
skonczonejilosci wyrazoéw nieskonczonego ciggu zbieznego na inne nie zmienia jego

granicy.

Zwiazek pomiedzy ciggami zbieznymi i ograniczonymi.

Ciag zbiezny to taki, ktory posiada granice skonczona. Ciagg ograniczony to taki, ktorego
wszystkie wyrazy naleza do pewnego przedziatu o skonczonych krancach. Okazuje sie, ze
te pojecia sa ze sobg powigzane. Spojrzmy na przyktad.

Przyktad 2
Niech cigg (a,) dany bedzie wzorem
a,=1+(-1)"-%& neN

Wypiszmy niektére wyrazy tego ciggu
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Jak wida¢ kolejne wyrazy ciagu (a, ) sg coraz blizsze liczbie 1. Zatem w dowolnym
otoczeniu tej liczby zawsze znajda sie prawie wszystkie wyrazy tego ciggu. Oznacza to, ze
ciag (a,) jest zbiezny do 1.

Rozwazmy teraz przedziat (0, 2). Jest to otoczenie liczby 1 o promieniu gy = 1. Z faktu,
ze ciag (ay,) jest zbiezny do 1 wynika, ze do tego otoczenia nalezg prawie wszystkie
wyrazy tego ciggu. Istotnie. Do przedziatu (0, 2) nie nalezy jedynie sze$¢ jego
poczatkowych wyrazow. Zatem mozemy tak powiekszy¢ promien tego otoczenia aby
nalezato do niego takze te sze$¢ poczatkowych przedzialow. Wystarczy np. przyjac
promien ; = 7. Otrzymamy wowczas otoczenie (1 — 7,1+ 7) = (—6, 8), do ktorego
naleza juz wszystkie wyrazy ciggu (a, ). Ostatni fakt oznacza, ze ciag (a,,) jest

ograniczony.

Rozwazania zawarte w powyzszym przykladzie mozna oczywiscie powtorzy¢ dla dowolnego
ciggu zbieznego. Prawdziwa jest zatem wlasnos¢.

Wiasnos¢: Zwiazek zbieznosci z ograniczonoscia ciggu
Jedli cigg nieskonczony (a,,) jest zbiezny, to jest ograniczony.

Przy badaniu zbieznosci ciggu nieskonczonego czesto wykorzystuje sie wniosek
z powyzszej wlasnosci.

Wazne!
Jezeli cigg nieskonczony (a,,) nie jest ograniczony, to nie jest zbiezny.

Mozna zadac¢ pytanie, czy zachodzi wtasnoS¢ odwrotna, tzn. czy kazdy cigg ograniczony jest
zbiezny. Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 3
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Niech cigg (a,) dany bedzie wzorem
a, = (—1)".
Cigg ten jest ograniczony, gdyz przyjmuje tylko dwie wartosci 1 oraz —1.

Z drugiej strony do otoczenia liczby —1 o promieniu 1, czyli do przedziatu (—2, 0), nie
naleza prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,) (naleza do niego tylko wyrazy o numerach
parzystych). Podobnie mozemy wskaza¢ otoczenie liczby 1, do ktoérego rowniez nie

naleza prawie wszystkie wyrazy ciggu (a, ). Oznacza to, ze cigg ten nie posiada granicy.
Widzimy zatem, ze odpowiedZ na postawione wyzej pytanie jest negatywna. Mianowicie
Wazne!

Nie kazdy ciag ograniczony jest zbiezny.

Okazuje si¢ jednak, ze jesli dodatkowo jest on monotoniczny (tzn. rosnacy, malejacy lub
staty), to musi juz posiadac¢ skonczong granice. Zachodzi bowiem nastepujaca wiasnosc.

Wiasnosé: Zwigzek monotonicznosci i zbieznosci ciggu

Jezeli cigg nieskonczony jest ograniczony oraz monotoniczny, to jest zbiezny.
Spojrzmy na kolejny przyktad.
Przyktad 4
Rozwazmy cigg dany wzorem

a,=3n+1, mneN.
Zauwazmy, ze
a,=3n+1<3n+4=3n+1)+1=a,.;.

Oznacza to, ze ciag (a,) jest rosnacy, czyli monotoniczny.

Z drugiej strony wyrazy powyzszego ciggu moga by¢ dowolnie duze wigc nie jest on

ograniczony. Oznacza to w szczegolnosci, ze ciag ten nie jest zbiezny.
Powyzszy przyktad daje nam prawo do stwierdzenia, ze

Wazne!

Nie kazdy cigg monotoniczny jest zbiezny.

Na koniec jeszcze jeden przyktad.



Przyktad 5
Rozwazmy cigg dany wzorem

an:ﬂ, n € N.

n2

Wypiszmy kilka kolejnych wyrazow tego ciggu
a1 = —1, a2 = %, az = _Tl, ay = %,---

Jak wida¢ wyrazy tego ciggu sq na zamian¢ dodatnie i ujemne. Zatem ciag ten nie jest ani
rosngcy ani malejacy. Nie jest tez oczywiscie staty. Oznacza to, ze nie jest
on monotoniczny. Z drugiej strony cigg ten jest zbiezny, gdyz jego granicg jest liczba 0.

Whnioskiem z powyzszego przykladu jest ponizsze stwierdzenie.
Wazne!

Nie kazdy cigg zbiezny jest monotoniczny.

Stownik

prawie wszystkie wyrazy ciggu

wszystkie wyrazy ciggu za wyjatkiem co najwyzej skonczonejich ilosci
otoczenie punktu

otoczeniem punktu xg o promieniu € > 0 nazywamy zbior

U(zo,e) ={z €R: |z — x| < €}



Animacja

Polecenie 1

W ponizszej animacji przedstawiono sposéb w jaki, przy uzyciu twierdzenia o ciggach
ograniczonych i monotonicznych, mozna wykazac¢ zbieznos¢ danego ciggu. Zapoznaj sie

Z animacja, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D12Z7Zb9R]J

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejwlasnosSci ciggow zbieznych.

Dany jest ciagg o wyrazie ogolnym

_ _n
Gn = 2n+4 -

Polecenie 2
Korzystajac z metody przedstawionej w animacji uzasadnij, ze ciag (ay) jest zbiezny.
Polecenie 3

Oblicz granice ciagu (ay).



https://zpe.gov.pl/a/D12ZZb9RJ

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Ktéry z podanych ciggéw jest monotoniczny i ograniczony, a zatem zbiezny?

a, =3n—1

an = (—1)"

2n
n+1

o O O

O an:2n

Cwiczenie 2

Wskaz ciagi, ktore s ograniczone ale nie sa zbiezne.

(] a, = sin(mn)
O e, =L

) an=2-(-1)"
) ap=1+2




Cwiczenie 3

Uzupetnij tekst, przeciggajagc w puste miejsca odpowiednie elementy.

Dany jest ciag okreslony wzorem a,, = (%)n . Jest to ciagi

zbiezny.

ograniczony ’ ‘ nie jest ’ ‘ monotoniczny ’ ‘ jest ’ ‘ ograniczony oraz monotoniczny

Cwiczenie 4
Uzupetnij tekst, przeciggajgc w puste miejsca odpowiednie elementy.

Dany jest ciag okreslony wzorem a,, = (_—. Ciag ten jest ciagiem zbieznym. Jego granica

12| 0| ograniczony | | monotoniczny | m

Cwiczenie 5
Zaznacz w tabeli poprawne pola, wskazujac, czy podane ciagi sg ograniczone czy zbiezne.

Ciag ograniczony zbiezny
anp =95 ) ]
an = (—2)" OJ OJ
an, = cos(mn) (] (]



Cwiczenie 6

Zaznacz w tabeli poprawne pola, wskazujac, czy podane ciggi s3 monotoniczne, ograniczone
czy zbiezne.

Ciag monotoniczny ograniczony zbiezny
an = 3" O OJ OJ
a, = -1 O OJ OJ
an = 2nTJLr1 D D D

Cwiczenie 7 @

Potacz w pary ciagi z wtasnosciami, jakie posiadaja.

a, =2-(—1)" monotoniczny
n
ap = 5~ ograniczony

a, = (3)" ograniczony i zbiezny



Cwiczenie 8

Przeciagnij ciagi do odpowiednich obszaréw.

Ciagi monotoniczne i rozbiezne

Ciagi ograniczone i rozbiezne

Ciagi ograniczone i zbiezne

an =1-(—1)" ‘an:n2—1’
_ 2 .

an =3 — & an:sm( )|

a/n:T[n




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci ciaggéw zbieznych

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

. . . , . . . , 1 . . ,

1. oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu -, {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggoéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» wie ile granic moze posiadac ciag.
 zna zalezno$¢ pomiedzy ciggami zbieznymi i ograniczonymi
 zna zalezno$¢ miedzy ciggami zbieznymi oraz monotonicznymi i ograniczonymi

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
« eksperyment myslowy;



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,WlasnoSci ciggow zbieznych” i celow zajec,
przejScie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1z sekcji ,Animacja”
- ,W ponizszej animacji przedstawiono sposob w jaki, przy uzyciu twierdzenia
o ciggach ograniczonych i monotonicznych, wykazac¢ zbiezno$¢ danego ciggu.
Zapoznaj si¢ z nig, a nastepnie wykonaj zamieszczone pod nig polecenia” Nastepnie
prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materialem. Po ustalonym wcze$niej czasie pyta czy
byly watpliwosci z jego zrozumieniem i ttumaczy je.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
poréwnujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:



i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:
Przyktady ciggow zbieznych
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Wtasnosci ciggdéw zbieznych”.
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