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O ile jestesmy w stanie zapamieta¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla
charakterystycznych katéw ostrych tj. 07,307, 45", 60° oraz 90°, o tyle nie s3 to jedyne katy,
dla ktorych jesteSmy w stanie podawac precyzyjne wartosci. Jednakze spamietywanie coraz
wiekszej listy charakterystycznych wartosci katow trygonometrycznych jest trudne. Na
szczescie istnieja sposoby wykorzystania wiasnosci funkeji trygonometrycznych, ktore
pozwalajgc na uproszczenie tego zadania. Wzory redukcyjne, bo o nich mowa, pozwalajg na

znaczgce ulatwienie postugiwania si¢ funkcjami trygonometrycznymi, co jest wazne
zwlaszcza przy bardziejrozbudowanych zadaniach.

Twoje cele

o Zastosujesz wzory redukcyjne w celu przesunig¢cia argumentu funkciji
trygonometrycznejdo znanych Ci wartoSci.

» Wykorzystasz wzory redukcyjne do obliczania wartosci ztozonych wyrazen
trygonometrycznych.




Przeczytaj

W wielu przypadkach wzory redukcyjne stanowia bardzo wygodne narzedzie, przy pomocy
ktorego mozemy sprowadzi¢ duze argumenty funkcji trygonometrycznych do znanych nam
wartosci.

Zestawienie wzorow redukcyjnych zwiazanych z katem polpelnym przedstawia ponizsza
tabela (wzory redukcyjne dla przesuniec¢ o katy i 2m).

T— T+ o 2T+ « 2T — «
sin sin o —sin« sin o —sina
cos —cos —cos Ccos « Ccos «
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Oczywiscie w niektorych przypadkach mozemy wykorzystac te wzory bezposrednio.
Przyktad 1

Obliczymy wartos$ci funkcji trygonometrycznych dla kata o = 240°. Musimy zauwazyc,
ze 240" = 180" + 60°. Oznacza to, ze mozemy skorzysta¢ z drugiej grupy wzorow
redukcyjnych z powyzszej tabeli. Zatem wykorzystujgc znajomos¢ wartosci funkcii
trygonometrycznych kata 60° mamy:

e sin240° = sin(180° +60°) = —sin60° = —

b

N

3
e c0s240° = cos(180° +60°) = —cos60° = _%

. tg240° =tg (180° + 60°) =tg 60° = V/3.

W innych przypadkach wzory redukcyjne pozwalaja znaczgco uprosci¢ problem, ktory
wydaje si¢ z pozoru niezwykle trudny. W takich sytuacjach stanowig one pojedynczy krok
prowadzacy do rozwigzania problemu. Ilustruje to nastepujacy przyktad:

Przyktad 2
Wiedzac ze cos 558° = ——”1012‘/5, wyznaczymy doktadng wartos¢ sin(—18°).

Pierwszym krokiem bedzie zastosowanie wzoréw redukcyjnych do informacii, ktorg

posiadamy:
cos(558°) = cos(360° + 198°) =

= co0s(198°) = cos(180° + 18°) =
= —cos(18°).
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Podstawiajgc znang nam warto$¢ cos 558° i mnozac powyzszg rownos¢ stronami przez
(—1) uzyskujemy

o V10425
cosl8 = ——.
Wykorzystujac jedynke trygonometryczng jeste$Smy w stanie wyznaczy¢ warto$¢ sin 18°.
1 = cos®18° + sin® 18°

—\2
1= (M) +sin®18°
1= 1042V8 | gin?18°

Teraz wystarczy juz tylko przenieé¢ podstawiong warto$¢ cos® 18° na drugg strone
rownosci:

1= 10452\/5 +sin?18°

625 _ in’18°

sin? 18° = 35

Pamietajgc, ze kat 18° przynalezy do pierwszej ¢wiartki mozemy odrzuci¢ warianty,
w ktorych wynik tej czesSci obliczen jest ujemny. Zatem

sin18° = 4/ 305

Oczekiwang od nas warto$¢ mozemy obliczy¢, wykorzystujac nieparzystos¢ funkciji sinus.
Mamy bowiem — sin @ = sin(—a). Ostateczng odpowiedz uzyskujemy korzystajac z tej
wiasnie tozsamosci:

. oy . o 3—/5
sin(—18°) = —sin 18 ——\/ o

Wzory redukcyjne mozna réwniez zastosowac¢ w sytuacjach, gdy mamy obliczy¢ wartoS$¢
bardziejrozbudowanych wyrazen. Przyjrzyjmy sie ponizszym przyktadom:

Przyktad 3

Obliczymy

A — cos 135°+tg330°

1 . . o .
T sin 840

Niestety, zadna z wystepujacych w tym wyrazeniu funkciji trygonometrycznych nie
posiada argumentu nalezacego do znanego nam zbioru argumentow z przedziatu
(0, 90°). Musimy zatem odwotac sie do wzoréw redukcyjnych. Kolejno, mamy:
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e cos135° = cos(180° —45°) = —cos45” = —@;

. tg330° —tg (360" —30°) = — tg 30° = — %,

o tg225° =tg (180° +45°) =tg45° = 1;

e sin840° = sin(360° + 360° + 120°) = sin120° =
— sin(180° — 60°) = sin60° = 2.

Podstawmy powyzej wyliczone warto$ci do wyrazenia opisujacego stata A. Uzyskujemy

Va2 _ A3 3vV2 _ 2y3 -

A— g _ e e 32423 2 6v2+4V3 _
1.4 s 6 V3 6v/3

. 6V6+12 2443

= 18 3 -

Ostatnim omowionym przez nas zastosowaniem dotychczas poznanych wzorow
redukcyjnych jest upraszczanie skomplikowanych wyrazen trygonometrycznych.

Przyktad 4
Przedstawimy podane wyrazenia w mozliwie najprostszej postaci:

a) 2sin(6m — a) — cos?(m — a) + 2;

sin(57+a)
tg(dr—a) °

b) cos(a + 4m)- tg (a + Tm) —
Ad a)

Na poczatku skorzystajmy ze wzorow redukcyjnych, ktore pozwolg nam sprowadzi¢
wartosSci zapisane w tresci zadania do prostszej postaci. Wykorzystujac kilkukrotnie
wzory redukcyjne otrzymujemy:

e sin(6m — a) = sin(27 — a) = —sina;

e cos?(m—a) = (—cosa)® = cos? o

2

Wykorzystujac jedynke trygonometryczng mamy cos? a = 1 — sin? a.. Podstawiajac te

wartosci do rozwazanego wyrazenia mamy

2sin(6m — a) — cos?(mr — a) +2 = —2sina — 1 +sina+2 =

2 —2sina+ 1 = (sina — 1),

= sin
gdzie ostatnie przejScie wykorzystuje wzory skréoconego mnozenia.

Adb)




Przyjrzyjmy sie¢ teraz drugiemu wyrazeniu rozpatrywanemu w przyktadzie:

sin(bm+a)
tg(dr—a)

cos(a + 4m)- tg (o + Tm) —

Zacznijmy, tak jak poprzednio, od wykorzystania wzoréw redukcyjnych do uproszczenia
wyrazen:

e cos(a + 4m) = cosa

o tg (a+ Tm) =tg o
e tg(dr —a) =tg 27— a) = — tg o
e sin(57 + a) = sin(m + o) = —sin o

Wstawiajgc przeksztatlcone funkcje trygonometryczne do wyjsciowego wyrazenia

otrzymujemy
cos(a + 4m)- tg (a + Tm) — % =
=cosatga— (%) =cosatga— St‘gLo‘f‘.

W tym miejscu warto podkresli¢, ze rozpatrywane w zadaniu wyrazenie ma sens tylko
w przypadku, gdy a nie stanowi wielokrotnosci kata % z uwagi na wystepowanie
w wyrazeniu tangensa tak w liczniku, jak i w mianowniku.

Wrykorzystujac fakt, ze tg a = 222 mozemy uprosci¢ powyzsze wyrazenie do postaci
COos &
sina __ . Sina _ cosa | o3 — o .
cosor tga — S = COSQ - iy — Ghg CSila =sina —cosa.

Stownik
nieparzystosc¢/funkcja nieparzysta

funkcje f: R — R nazywamy nieparzysta, jezeli dla dowolnego z € R zachodzi
f(z) = — f(—x) (czyli wykres funkcji jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych); przykladami takich funkciji s sin x oraz funkcje liniowe postaci
f(z) =az,a € R

wzory redukcyjne

zbiorcze okreslenie tozsamosci trygonometrycznych, ktore wigza wartosci funkcji
trygonometrycznych argumentow o & k - m, k € Z z warto$ciami funkcii

trygonometrycznych dla argumentu o



Galeria zdje¢ interaktywnych

Znajomos$¢ wzorow redukceyjnych pozwala nam na rozwigzywanie skomplikowanych zadan,
w ktorych warto$¢ pewnej funkcji trygonometrycznej zmuszeni jesteSmy traktowac jako
parametr. Zapoznaj si¢ z ponizsza galeria zdje¢ interaktywnych, w ktorej przedstawione
zostaly dwa zadania, w ktorych wykorzystasz wzory redukcyjne do obliczenia wartosci
zadanych wyrazen trygonometrycznych. Nastepnie sprawdz, czy jeste$ w stanie powtorzy¢
prezentowane techniki rozwigzywania zadan.

Polecenie 1
Zapoznajac sie z galerig zdjec interaktywnych, sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzywac

zamieszczone tam zadania. Nastepnie pordwnaj swoje rozwigzanie z proponowanym
w medium.

Polecenie 2

Nasladujgc metody zaprezentowane w galerii zdje¢ interaktywnych wykonaj ponizsze
¢wiczenia:

2 °
) . . . ., . . sin®(—213
PrZijUjaC K = cos 33 o0szacuj wartos¢ wyrazenia —tg(393° )




Polecenie 3

Przyjmujac tg 84° = picos18° = q, wskaz ktdore wyrazenia sa rbwnowazne ponizszemu:

7 =tg 444° - 00086 . 5in84° 4 cos198° - sin 1098
a)p + YL

q

b)li—;f—qvl—q%

2
c) ﬁ_—pz—q\/l—qz:

dpt—gy/1— g2



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Uzupetnij tekst, przeciggajac odpowiednie wyrazenia w pasujgce miejsca:
Wartosé wyrazenia Ejesteémy w stanie obliczy¢ znajac wartos¢ cos(8°)
z wykorzystaniem wzoru redukcyjnegoi Z kolei znajac wartos¢ sin(32°)
jesteSmy w stanie obliczy¢ wartosé
‘ cos(m+ a) = —cos ’ ‘ cos 352° ’ ‘ sin(2r —a) = —sina ’ ‘ sin 198~ ’ ‘ cos 108~ ’
‘ cos(2m — a) = cos ’ ‘ cos 1912° ’ ‘ tg572° ‘ cos(2m + a) = cos ’ ‘ tg132° ’
¢

Cwiczenie 2

Potacz w pary wyrazenia z ich wartosciami liczbowymi.

tg(<F) %
sin( 28 2z
cos(%) —1




Cwiczenie 3 ¢
Wskaz grafike stanowiaca graficzng interpretacje zaleznosci opisanej wzorem redukcyjnym
sin(m + a) = — sin(a).




Cwiczenie 4

Oblicz warto$¢ wyrazenia Z = (— sin(%) -sin(%’r) + cos%@)) -tg(—

Cwiczenie 5

sin613°

osoe " tg 253" mozna

Wskaz prawidtowa odpowiedz. Jezeli ¢ = sin 73°, to wyrazenie
uproscic¢ do postaci:

O ng 1

Cwiczenie 6

Wskaz prawidtowg odpowiedz. Dla jakiej wartosci kata o spetniona jest ponizsza réwnosc¢?

10770\ _ sin(3000+%)
cos(a—l— 6 )— te(2a+ 2E)
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Cwiczenie 7

Wskaz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Jezeli cos 34° = x oraz tg 506" = y, to
prawdziwe sg réwnosci:

2
E] sin34° + sin 394° _ y+ad
cos 326° tg34” -1

2
D sin34° + sin 394° _ V1ta? + 142>
cos 326° y 1y

2
D sin34° + $in 394° _ V1—g? + 1—2?
cos 326° -

2
sin 34° sin 394" _ 2
[ c05326° +( tg34” ) =-y+tz

2
sin 34° sin 394" _
) c05326° "’( tg34” ) =2yt
Cwiczenie 8

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wiedzac, ze
) _ V541

COS( 5

COS( 3 )

wskaz wartosc wyraienia'

Q= cos(39”) cos( 18”) + cos (63”) . —sin2(3817—5”) )

o O O O
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|
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Dla nauczyciela

Autor: Filip Turobos
Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie warto$ci funkcji trygonometrycznych przy wykorzystaniu wzoréow
redukcyjnych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzory redukcyjne w celu przesuniecia argumentu funkcji trygonometrycznej
do znanych Ci wartosci,

» wykorzystuje wzory redukcyjne do obliczania wartoSci ztozonych wyrazen
trygonometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
o WebQuest;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Obliczanie wartosci funkcji
trygonometrycznych przy wykorzystaniu wzorow redukcyjnych”, wskazuje cele zajec
oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla zawartos¢ sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”, czyta tres¢
polecenia nr 1 - ,0gladajac galerie zdje¢ interaktywnych, probujnajpierw samodzielnie
rozwigzywac zamieszczone tam zadania. Nastepnie poréwnaj swoje rozwigzanie
z proponowanym w medium”. Po zapoznaniu si¢ uczniow z materialem omawia
ewentualne problemy zwigzane z jego niezrozumieniem.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11i 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéw ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby



uzupelnia informacje.
4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczgce analizy problemu w temacie ,Obliczanie wartosci funkciji
trygonometrycznych przy wykorzystaniu wzorow redukcyjnych”.
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