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Zrédto: Christian Fregnan, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

Potrzeba wyznaczania katow pomiedzy obiektami przestrzennymi pojawia si¢ w wielu
dziedzinach zycia. Takimi dziedzinami moga by¢ architektura czy sztuka. W tym materiale
rozwiniesz umiejetnos¢ wyznaczania katow pomiedzy odcinkiem a plaszczyzna.
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Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.



Twoje cele

o Wskazesz katy pomiedzy Sciang a odcinkiem w czworoscianie.
e Obliczysz miary katow pomiedzy odcinkiem a $§ciang w czworoS$cianie i zastosujesz
swoje umiejetnosci w zadaniach.

e Rozwiniesz umiejetnos¢ stosowania twierdzenia Vivianiego oraz wiasnos$ci
czworo$cianu foremnego.



Przeczytaj

Przypomnijmy, jakie moze by¢ wzajemnie potozenie prosteji plaszczyzny w przestrzeni.
Prosta moze by¢ rownolegta do ptaszczyzny. Powiemy wtedy, ze kat pomiedzy prostg

a plaszczyzna jest rowny 0°. Prosta moze by¢ rowniez prostopadia do plaszczyzny, czyli kat
pomiedzy prosta a ptaszczyzng wynosi 90°. W trzecim przypadku prosta przecina
ptaszczyzne pod innym katem niz prosty. Aby wyznaczy¢ miare takiego kata, wyznaczamy
rzut prostokatny prostej na ptaszczyzne¢ oraz wyznaczamy kat pomiedzy prosta a tym
rzutem.
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do ptaszczyzny do ptaszczyzny
a=90° a=0° 0°< a < 90°

Wyznaczanie kata pomiedzy odcinkiem a plaszczyzng w czworosScianie sprowadza sie do
wyznaczenia kata nachylenia prostej zawierajacej dany odcinek do tej ptaszczyzny.

sciana bryty

Kat o pomiedzy odcinkiem AB a $ciang bryty.
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Przyktad 1

Wyznaczymy miary katow pomiedzy krawedzig a kazda ze Scian czworoscianu
foremnego.

Rozwigzanie:

Przyjrzymy sie czworo$cianowi foremnemu.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na symetrie czworoScianu foremnego nie ma znaczenia, ktorg
krawedz bedziemy rozwazac. Przyjrzymy sie krawedzi AD. Krawedz ta zawarta jest

w $cianach ABD i ACD, czyli prosta AD jest rownolegta do plaszczyzny ABD i ACD.
Stad miary katow pomiedzy krawedzia AD a kazda ze $§cian ABD i ACD sarowne 0°.

Pozostaly do rozpatrzenia katy pomiedzy krawedzig AD a kazda ze Scian ABC'i BCD.
Ponownie, ze wzgledu na symetrie czworoscianu foremnego, katy te s przystajace.
Rzutem prostokatnym krawedzi AD na plaszczyzne ABC jest odcinek AE zawarty

w wysoko$¢ AF trojkata ABC.

Rozwazmy kat DAE. Wysokos$¢ trojkgta rGwnobocznego jest rowna h = “T‘/g , czyli
= a3
|AE| = = 3 7 trojkata prostokatnego AED otrzymujemy cos a = L = @ ~ 0,5774.

Z tablic funkcji trygonometrycznych odczytujemy o ~ 55°, czyli miary katéw pomiedzy
krawedzig a kazda ze $§cian ABC' i C BD wynosza okoto 55°.

Przyktad 2



Wyznaczymy miary katow pomiedzy krawedzig a kazda ze Scian w ostrostupie
prawidtowym trojkatnym, w ktorym krawedz boczna jest dwa razy dtuzsza od krawedzi
podstawy.

Rozwigzanie:

Przyjrzymy sie ostrostupowi prawidtowemu trojkatnemu, w ktorym krawedz boczna jest
dwa razy dtuzsza od krawedzi podstawy.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na symetri¢ ostrostupa prawidtowego nie ma znaczenia, ktorg
krawedz boczna bedziemy rozwazac¢. Przyjrzymy sie krawedzi AD.

Krawedz ta zawarta jest w §cianach ABD i ACD, czyli miary katow pomiedzy krawedzia
AD akazda ze $cian ABD i ACD wynoszg 0°.

Pozostaty do rozpatrzenia katy pomiedzy krawedzig AD a kazda ze Scian ABC'i BCD.
Rzutem prostokatnym krawedzi AD na plaszczyzne ABC jest odcinek AE zawarty

w wysokosci AF trojkata ABC'. Rzut prostokatny wierzchotka A na plaszczyzne BC D
zawiera si¢ w wysoko$ci DF trojkata BC'D. Stad rzut krawedzi AD na plaszczyzne BC'D
zawarty jest w prostej DF..

Wysokos¢ trojkata rownobocznego jest réwna hy; = a\2/§ ,czyli |[AE| = & 3 7 trojkata
prostokatnego CF'D otrzymujemy |DF| = \/ 4a? — %2 = */;_5“ :

a3

Z trojkata prostokatnego AED otrzymujemy cos o = QTa = % ~ 0, 2887.

Stosujac twierdzenie cosinuséw do trojkata AF D, otrzymujemy:



3Taz — 4a? + %‘12 — 2v/154% cos
24/15a? cos = Ta?

cos B = I8 ~ 0,9037.

Zatema ~ 73" i f ~ 257, czyli miara kata pomiedzy krawedzig AD a plaszczyzna
podstawy ABC wynosi okoto 73°. Natomiast miara kata pomiedzy krawedzig AD
a $ciang BC'D jest réwna okoto 25°.

Przyktad 3

Dany jest czworoscian ABCD, w ktorym wysoko$¢ DE ma diugos¢ H. Katy pomiedzy tg
wysokoscia a $cianami ABD, ACD i BC'D wynosza odpowiednio «, 81 7. Wyznaczymy
odlegtosci spodka wysokosci E od $cian ABD, ACD i BCD.

Rozwigzanie:

Aby wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu E od plaszczyzny ABD nalezy wyznaczy¢ rzut
prostokatny tego punktu na te ptaszczyzne. Oznaczmy go przez F'. Odcinek DF jest
wiec rzutem prostokatnym odcinka DE na plaszczyzne ABD. Stad kat EDF jest kagtem
pomiedzy wysokoscia DE a plaszczyzna ABD.

Z trojkata prostokatnego DFE wyznaczamy:'E—ﬁ = sina, czyli |EF| = H sin c.

W analogiczny sposéb wyznaczamy odlegtosci punktu E od kazdej ze scian ACD i BCD,
ktore wynosza odpowiednio H sin S i H sin .

Przyktad 4
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Dany jest czworo$cian ABC D, w ktorym wysokos¢ DE ma dlugo$¢ H. Odlegtos¢ spodka
wysokosci E od $ciany ABD wynosi d. Wyznaczymy odlegtos¢ punktu E od prostej AB.

Rozwigzanie:

Niech DF bedzie rzutem prostokatnym odcinka DFE na plaszczyzne ABD, a G rzutem
prostokatnym punktu E na prosta AB. Wtedy punkty D, F'i G lezg na jednej prostej,
gdyz plaszczyzna DEF jest prostopadia do plaszczyzny ABD.

Poniewaz a + 8 = 90°, wiec kat F EG na miare a a kgt DEF ma miare . Z trojkata
prostokatnego DFE otrzymujemy | DF| = v/ H? — d2. Z podobienstwa trojkatow EFG i

DFFE (cecha kkk) otrzymujemy: |EdG| = \/H;fdz,cz}’li [EG| = \/%'

Ciekawostka

W czworoscianie foremnym suma odlegtosci dowolnego punktu wewnatrz tego
czworoscianu od jego czterech Scian jest rowna wysokosci czworoscianu.

Wezmy dowolny punkt E wewnatrz czworoscianu foremnego ABC D. Suma objetosci
czterech czworoscianow ABCE, ABDE, ACDE i BCDE jest rowna objetosci
czworo$cianu ABCD. Odlegto$¢ punktu E od scian ABC, ABD, ACD i BCD
oznaczmy dy, ds, d3 i d4, odpowiednio. Odleglosci te sa wysoko$ciami czworo$cianow
ABCE, ABDE, ACDE i BCDE, odpowiednio.

Jezeli P oznacza pole Sciany czworo$cianu ABCD a H jego wysoko$¢, to:

+Pdy + +Pdy + +Pdy + + Pdy = + PH



czyli

di+dy+d3s+dys=H

Stownik
rzut prostokatny punktu P na ptaszczyzne

punkt, w ktorym prosta przechodzaca przez punkt P i prostopadia do tej ptaszczyzny
przecina te plaszczyzne

kat nachylenia prostej p do ptaszczyzny

kat ostry zawarty miedzy prosta i jej rzutem prostokgtnym na ptaszczyzne



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg animacjg 3D, ktéra przedstawia katy pomiedzy wysokoscia
czworoscianu a jego $cianami bocznymi.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DIAlIn71t

Film nawigzujacy do tresci materialu katéw miedzy Sciang a odcinkiem w czworoScianie.

Polecenie 2

Korzystajac z powyzszej animacji, uzasadnij twierdzenie Vivianiego, ktore stwierdza, ze dla
dowolnego punktu wewnatrz tréjkata réwnobocznego suma odlegtosci tego punktu od bokéw
trojkata jest stata i rowna wysokosci tego trojkata.

Polecenie 3

Uzasadnij, ze w kazdym czworoscianie ABC D, w ktérym podstawa ABC' jest trojkatem
réwnobocznym o boku dtugosci a oraz wysokos$¢ czworoscianu DE ma dtugosé H suma
tangensow katow pomiedzy wysokosciag DE a $scianami ABD, ACD i BCD jest stata.



https://zpe.gov.pl/a/D1AlIn71t

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzupetnij luki w tekscie jednym z zamieszczonych okreslen.

______________

te!

‘ ptaszczyzne ’ ‘ 90° ’ ‘ rzutem prostopadtym tej prostej ’ ‘ ptaszczyzny prostopadtej ’

‘ prosta ’ ‘ prostej prostopadtej ’ ‘ 180° ’ ‘ prostej rownolegtej ’ ‘ 0° ’

Cwiczenie 2 @)

Sinus kata pomiedzy wysokoscig a $ciang boczng w ostrostupie prawidtowym tréjkatnym
o dtugosci krawedzi podstawy 12 i dtugosci krawedzi bocznej 10 wynosi:

o o O O




Cwiczenie 3

Dany jest czworos$cian ABC D, w ktérym kat pomiedzy $cianami ABC i ABD jest katem
prostym. Tréjkaty ABC i ABD sj trojkatami rownoramiennymi o wspoélnej podstawie AB
o dtugosci a.

Wiedzac, ze dtugosé krawedzi AD wynosi b oraz objetos$¢ czworoscianu jest rowna V,
uporzadkuj w odpowiedniej kolejnosci etapy wyznaczania tangensa kata pomiedzy krawedzig
CD a ptaszczyzna podstawy ABC.

) 2 4b2_ 2
Z tréjkata prostokatnego CED: tga = h—f = ?_f = a6h‘3 = 2 24Va) =
ahy
. ‘- L. . 1 1 . _ 6V _ 12V -
Objetos¢ czworosécianu: V' = = - 5 ahihy, czylihy = ahy Ao v
Z trojkata prostokatnego BED wyznaczamy hy = 4/ b? — “TZ = W. s

Cwiczenie 4

Dany jest czworoscian foremny ABC D. Na wysoko$ci czworo$cianu D E wyznaczono punk
F' taki, ze stosunek dtugosci odcinka DF' do odcinka F'E wynosi 1 : n. Wyznacz sinus kata
pomiedzy odcinkiem AF' a ptaszczyzna podstawy ABC.



Cwiczenie 5

Dany jest czworo$cian ABCD, w ktérym tréjkat ABC jest trojkatem rdownobocznym o boku
dtugosci 4. Miary katow pomiedzy wysokoscia opuszczong z wierzchotka D a $cianami ABD,
ACD i BCD wynosza 60°,45° i45°, odpowiednio. Oblicz objeto$¢ tego czworoscianu.

Cwiczenie 6

W czworoscianie ABCD podstawa ABC jest tréjkatem réwnobocznym o boku dtugosci a.

a’v/3
24

czworoscianu opuszczong z wierzchotka D a $ciang boczng czworoscianu ma miare 60°.

Objetosc¢ tego czworos$cianu wynosi

a jeden z katéw pomiedzy wysokoscig

Woyznacz dtugosci pozostatych krawedzi tego czworoscianu.

Cwiczenie 7 @
Dany jest czworoscian ABC D, w ktérym |AB| = 4, |AC| = 8, | BC| = 6, a wysokos$¢

czworoscianu |[DE| = \/3 Oba katy pomiedzy wysokoscig DE a $cianami ABD i BC' D maja
miare 30°. Wyznacz kat pomiedzy wysokoscig DFE a $ciang ACD.

Cwiczenie 8 @

Dany jest czworos$cian ABC D, w ktérym ABC jest trojkatem prostokatnym o kacie prostym
ACB. Krawedz C'D o dtugosci ¢ jest prostopadta do $ciany ABC. Krawedz C'D jest
nachylona do $ciany ABD pod katem a.. Wykaz, ze suma odwrotnosci kwadratéw dtugosci
krawedzi AC' i BC jest stata dla danych ci a.



Dla nauczyciela

Autor: Adrian Karpowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy pomiedzy $ciang a odcinkiem w czworoS$cianie
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum lub technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) Rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje kat pomiedzy Sciang a odcinkiem w czworoS$cianie;

 oblicza miary katow pomiedzy Sciang a odcinkami w czworoScianie z zastosowaniem
twierdzenia Pitagorasa, wtasnosci trojkata rownobocznego, funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w trojkgcie prostokatnym, wiasnosci trojkatow
podobnych;

 stosuje wlasnosci czworoscianu foremnego;

 stosuje twierdzenie Vivianiego dla trojkgta rownobocznego.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e burza mozgow;
» pokaz multimedialny.

Formy pracy:

e pracaw parach;
o pracaindywidualna;
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu;
» projektor multimedialny;
o e—podrecznik.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z treSciami zamieszczonymi w zakladce ,Przeczytaj.

2. Nauczyciel prowadzi dyskusje z uczniami na temat materialu zamieszczonego w sekcji
Przeczytaj. Zostaja wyjasnione wszelkie watpliwosci, jakie pojawily sie podczas lektury
tego tekstu. Nauczyciel stara si¢, aby sami uczniowie nawzajem wyjasniali swoje
watpliwosci.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prezentuje animacje 3D, w ktorej przedstawiony jest kat pomiedzy
wysokoscig a Sciang boczng czworoscianu. Uczniowie samodzielnie rozwigzuja
Polecenie 2 i Polecenie 3.

2. Uczniowie w grupach 4-osobowych rozwigzuja zadania od 5 do 7.

3. Uczniowie przedstawiajg rozwigzania tych zadan na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel podsumowuje temat lekcji, wyjasnia ewentualne pytania dotyczace
omawianego materiatu.

Praca domowa:
Rozwigza¢ zadania 1-4 i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:



CzworoS$cian
Wskazowki metodyczne:

Animacja 3D moze zosta¢ wykorzystana na lekcji o katach miedzy odcinkami
i ptaszczyznami w ostrostupach.
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