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Przyktady ciaggow arytmetycznych

Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Okazuje sie, ze istniejg trojki liczb, ktorych kwadraty tworza cigg arytmetyczny.

Na przykiad s3 to liczby:
e 1,57
12 + 24 = 5
52 424 = 77
. 210,14
22 + 96 = 10?
102 + 96 = 142

Takimi i innymi, rownie ciekawymi przykladami ciggow arytmetycznych, bedziemy
zajmowac sie w tym materiale.

Twoje cele

e Zapiszesz w postaci ciggu arytmetycznego niektore zaleznosci liczbowe lub
geometryczne.
» Podasz interpretacje graficzng danych ciggoéw arytmetycznych.




 Ustalisz pierwszy wyraz i roznice ciggu arytmetycznego okreslonego w rozny
Sposob.

» Wykorzystasz wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym do rozwigzywania
problemoéw geometrycznych i arytmetycznych.



Przeczytaj

Podamy teraz przyktady ciggow arytmetycznych skonczonych i nieskonczonych. Nim
przejdziemy do nowych zagadnien, przypomnienie definicji ciggu arytmetycznego.

Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciagg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanej roznica ciggu.

Wazne!

Jezeli (a,,) jest ciggiem arytmetycznym o réznicy r, to dla dowolnejliczby naturalne;j
n > 0 prawdziwa jest rownosc:

Apy1 = Qp + 7

W tym materiale przyjmowac bedziemy, ze cigg arytmetyczny okreslony jest dlan € N,
a w niektorych przypadkach dlan € N.

Ciagi arytmetyczne podzbiorow zbioru liczb naturalnych

Rozwazymy na poczatek ciggi arytmetyczne, ktorych wyrazy sg liczbami naturalnymi.

Przykladami takich ciggow, ktore w ostatnich latach wzbudzaja ogromne zainteresowanie
matematykow, sg ciagi, ktorych wyrazy sa liczbami pierwszymi, np.:

5,11,17, 23, 29 - cigg o roznicy 6

3,13, 23 - cigg o roznicy 10

23,53, 83, 113 - ciag o roznicy 30

13, 103, 193, 283, 373, 463 - cigg o roznicy 90
Przyktad 1

Ciag (an) kolejnych liczb naturalnych dodatnich: 1, 2, 3, 4, . .. jest nieskoniczonym
ciggiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie 1 i roznicy 1.

Cigg ten mozna opisa¢ worem ogolnym:

an =N




10

Przedstawiajgc graficznie n poczatkowych kolejnych wyrazow tego ciggu, mozna szybko
obliczy¢ ich sume.

1+2=3=2%

1+2+3=6=23%

14+243+...+10= 1%L =55

1424 3+...+n = 20

Przyktad 2

Ciag (b,,) kolejnych liczb naturalnych nieparzystych: 1,3,5,7,...,2n — 1, ... jest ciagiem
arytmetycznym o pierwszym wyrazie 1 i roznicy 2.

Ciagg ten mozna opisa¢ worem ogolnym:

b,=2n-1



Interpretujac graficznie sume n kolejnych liczb nieparzystych mozemy zapisac, ze:
1=12

1+3=4=2

1+34+5=9=3

1+34+5+7=16=42

14+34+5+7+9=25=5

14+34+5+T7+...42n — 1 =n2

Przyktad 3

Ciag (¢, ) kolejnych liczb naturalnych parzystych: 2,4, 6,8, ..., 2n, ... jest ciggiem
arytmetycznym o pierwszym wyrazie 2 i roznicy 2.
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Na podstawie interpretacji graficznej sumy kolejnych liczb parzystych, mozemy zapisac:
2=1-2

2+4=6=2-3

2+4+6=12=3-4

2+4+6+8=20=4-5

2+4+6+...+2n=n(n+1).
Przyktad 4

Cigg arytmetyczny (ay) tworza liczby naturalne dodatnie, wieksze od 1, ktore
w dzieleniu przez 3 daja reszte 1. Zapiszemy wzor ogolny tego ciagu. Obliczymy setny

wyraz tego ciggu.

Kolejne wyrazy tego ciggu to:
4,7,10,13,16, 19,22, ...

Ustalamy pierwszy wyraz i roznice ciggu.

a1 =4


javascript:void(0);

Zapisujemy wzOr na wyraz ogolny ciggu.
a,=44+(n—-1)-3=4-34+3n=3n+1

Obliczamy setny wyraz ciagu.

ajpo — 3-100+ 1 = 301.

Ciagi arytmetyczne przedstawione graficznie

Ciagi arytmetyczne mozna tworzy¢, konstruujgc odpowiednie figury geometryczne
i opisujac ich elementy za pomoc3 liczb.

Przyktad 5

Figury narysunku tworzone sg wedlug pewnejreguly. Liczbe figur mozemy zwiekszac
dowolnie.
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Zauwazmy, ze na kolejnych rysunkach ilos¢ kratek wrzosowych zwigksza si¢ o 2.

Liczby kratek: 6, 8, 10, 12, .. . mozna uznac¢ za kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego
o pierwszym wyrazie 6 i roznicy 2.

Wzor ogolny ciggu:
a,=6+(n—-1)-2
a, = 2n + 4.
Przyktad 6

Kolejny przyktad figur tworzonych wedtug ustalonejreguly, pozwalajgcejuznac liczy
kratek za kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego. Liczbe figur mozna zwigksza¢ dowolnie.




Liczby elementow kolejnych figur zwigkszaja si¢ o 3. Wzor ogolny ciggu:

a, =3+ (n—-1)-3=23n.

Ciagi arytmetyczne w kontekscie realistycznym

W zyciu codziennym czesto spotykamy sie z sytuacjami powtarzajgcymi sie cyklicznie,
ktore mozna opisac¢ za pomocg ciggoéw arytmetycznych.

Na przykiad:

e co 7 dni jest czwartek,

e co 12 miesiecy jest styczen.

« temperatura powietrza wzrasta o 1°C w glab ziemi co okoto 33 m.

Przyktad 7

Komety okresowe, to komety, ktorych okres obiegu wokot Stonca jest mniejszy od 200 lat.

Najbardziejznane to Encke (okres obiegu wokot Stonca to ok. 3, 3 roku), Faye (z rodziny
komet Jowisza) i oczywiScie kometa Halleya.

Kometa Halleya to pierwsza zidentyfikowana kometa krotkookresowa. Jej okres obiegu
wokot Stonca wynosi ok. 76 lat.

W XX wieku komete obserwowano w 1910 roku. Obliczymy, ile razy bedzie mozna
zaobserwowac komete w XXI wieku.

Daty kolejnych zblizen do Stonca mozna uznac za kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego
(ay), ktorego pierwszym wyrazem jest 1910, a r6znicg 76.

Wzor ogolny tego ciaggu jest wiec nastepujacy:




a, =1910+ (n — 1) - 76

Wiek XXI rozpoczat sie¢ w 2001 r., a skonczy w 2100 r.
Rozwigzujemy wiec nierownosc:

2001 <1910+ (n— 1) - 76 < 2100

91 < 76n — 76 < 190

167 < 76n < 266

2,19...<n<3,5

Poniewaz n jest liczbg naturalng, zatem n = 3.

W XXI wieku tylko raz bedzie mozna zaobserwowac¢ komete. Z naszych obliczen wynika,
ze w 2062 r., poniewaz

1910 + (3 — 1) - 76 = 2062

Nasze obliczenia sg przyblizone — naukowcy obliczyli, ze prawdopodobnie kometa
przyleci wezesniej — bo juz w 2061 r.

Obliczymy jeszcze, kiedy kometa byta obserwowana ostatni raz.

1910 + 76 = 1986

Ostatni raz komete mozna byto obserwowac¢ w 1986 roku.

Stownik
cigg arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanejroznica ciaggu




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami ciggéw przedstawionymi w filmie samouczku. Sprébuj najpierw

rozwigzac samodzielnie pokazane tam przyktady, a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI7i6judV

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciagow arytmetycznych.

Polecenie 2

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu ciagu (a,,). Podaj wzor ogolny ciagu.



https://zpe.gov.pl/a/Dl7i6ju9V

Sprawdz sie
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Cwiczenie 1
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Pokaz ¢éwiczenia: O @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag arytmetyczny (a,,) tworza liczby naturalne dodatnie,
wieksze od 2, ktére w dzieleniu przez 5 daja reszte 2. Setny wyraz tego ciagu to:

O



Cwiczenie 2 @)

tukasz tworzy bryty z klockéw wedtug pewnej reguty. Cztery poczatkowe bryty przedstawiono
na rysunku. Liczby klockéw uzytych do budowy kolejnych bryt sg wyrazami pewnego ciggu
arytmetycznego (a,,).

f

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wzor ogdlny tego ciggu to:

an =2(n —1).

a, =2(n+1).

a, = 2n — 1.

o O O O

an, = 2n + 1.



Cwiczenie 3

Kolorowe ,ramki” tworzone sg wedtug pewnej reguty. Na rysunku przedstawiono trzy
pierwsze z tych ,ramek”. Liczby pomalowanych kwadratow sg wyrazami ciggu arytmetycznego

(br).

Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz
Pietnasta ramka sktada sie z 64 kwadratow.
Roéznica tego ciggu jest rowna 8.

Trzeci wyraz ciagu (by,) jest dwa razy mniejszy od wyrazu
siodmego.

O] O OO
O] O OO

Tylko 24 wyrazy tego ciggu sa mniejsze od 100.

Cwiczenie 4
Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

Jedynym pieciowyrazowym ciggiem liczb pierwszych o réznicy

| jest ciag (5, 11, 17, 23, 29).

Jedynym pieciowyrazowym ciggiem liczb pierwszych o réznicy 12 jest ciag

(5, | 29, , 53).

Jedynym pieciowyrazowym ciggiem liczb pierwszych o roznicy

‘ ’jest ciag (5, 47,

| 173).

Y




Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania, przeciggajgc odpowiednie liczby.

\1600”780”529”1035”2025]

Cwiczenie 6

Ewa w uktadzie wspétrzednych przedstawita wykres ciggu arytmetycznego (a,,) okreslonego
wzorem a, = —3n + 10 dlan > 1. Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

1. Tylko ‘ ’ punkty wykresu znajdujg sie powyzej osi X.
, —11).

2. Do wykresu ciggu nalezy punkt (‘

3. Jedli druga wspoétrzedna punktu nalezacego do wykresu jest rowna 4, to pierwsza jest

rowna ‘ ’

Cwiczenie 7 @

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = 4x? — 2z + 1. Wykaz, ze ciag (a,,) okreslony
wzorem a,, = f(n + 1) — f(n) jest ciagiem arytmetycznymdlan > 1.

Cwiczenie 8 @

Punkty A = (1, —9)iB = (4, 3) naleza do wykresu ciagu arytmetycznego (a,, ). Znajdz
wzoér ogdlny tego ciggu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyklady ciggéw arytmetycznych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy;
4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 zapisuje w postaci ciggu arytmetycznego niektore zaleznosci liczbowe lub
geometryczne

e podaje interpretacje graficzng danych ciggdéw arytmetycznych

 ustala pierwszy wyraz i réznice ciggu arytmetycznego okreslonego w rézny sposob



» wykorzystuje wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym do rozwigzywania problemow
arytmetycznych

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:

e pytajnik
o dywanik analogii

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg pytajnika powtarzajg wiadomosci dotyczace ciggow arytmetycznych
i sposobow opisywania ciggow (jeden wytypowany przez nauczyciela uczen zadaje
pytania, a drugi z uczniow wskazuje, kto ma na dane pytanie odpowiedziec).

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w matych grupach pracujg metoda dywanika analogii.

2. Opierajac sie na wiadomosciach dotyczgcych ciggow, wymyslajg przykiady ciagow
arytmetycznych opisanych r6éznymi sposobami, wzorujac si¢ na wiadomosciach
uzyskanych w czasie zaje¢ pokazujacych sposoby opisywania ciggow.

3. Zadaniem kazdej grupy jest podanie przykltadoéw ciggdow arytmetycznych - pierwszej
grupy o wyrazach bedacych liczbami naturalnymi, drugiej grupy - przedstawionych
graficznie, trzeciej grupy - opisanych kontekstem realistycznym. Grupy mogg przy tym
wykorzystywa¢ wiadomosci zapisane w sekcji ,,Przeczytaj”.

4. Grupy prezentuja swoje pomyslty i wspolnie opracowujg mape przyktadow ciagow
arytmetycznych.

5. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z filmem samouczkiem i rozwigzuja ¢wiczenia 1-4.

Faza podsumowujaca:



1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci. Liderzy grup dzielg sie refleksjami
na temat pracy grup, napotykanych trudnosci, ciekawych pomystow, sposobu pracy,

itp.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.
Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:
Cigg arytmetyczny

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany na zajeciach poswieconych ustalaniu, czy dany
ciag jest arytmetyczny.
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