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Modelowanie ruchow Browna

Zrédto: Adrien Converse, domena publiczna.

W 1827 roku biolog Robert Brown obserwowat przez mikroskop pyitki kwiatowe

w zawiesinie wodnej. Zauwazyl, ze znajdujg si¢ one w nieustannym, chaotycznym ruchu. Te
chaotyczne ruchy czastek w plynie, wywotane zderzeniami zawiesiny z czasteczkami
plynu, nazwano ruchami Browna.

W tym e-materiale wtasnie nimi si¢ zajmiemy.

Omawiany w tym e-materiale problem bedzie stanowit doskonatlg okazje, aby
przeprowadzi¢ symulacje zjawiska, ktorego model jest opisany matematycznie. W trakcie
symulacji wykorzystamy liczby pseudolosowe.

Implementacje modelowania ruchow Browna w wybranych jezykach programowania
znajdziesz w e-materiatach:

e Modelowanie ruchow Browna w jezyku C++,
e Modelowanie ruchow Browna w jezyku Java,
» Modelowanie ruchow Browna w jezyku Python.

Wiecejzadan? Przejdz do Modelowanie ruchow Browna - zadania.
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e Zwizualizujesz zaawansowane procesy.

e Zbudujesz programistyczny model zjawiska fizycznego.

e Przeanalizujesz sposob wyznaczania kolejnych pozycji czasteczki, ktora porusza sie
zgodnie z teorig ruchow Browna.



Przeczytaj

Modelowanie ruchéow Browna

Pierwsze matematyczne modele ruchéw Browna podali niezaleznie od siebie Albert
Einstein i polski fizyk, Marian Smoluchowski. Obydwaj naukowcy stwierdzili, ze pytek
kwiatowy przemieszcza si¢ z miejsca na miejsce, poniewaz jest nieustannie bombardowany
przez czasteczki wody; caly proces ma charakter przypadkowy.

W tym e-materiale przedstawimy ruchy Browna w postaci graficznej, jako lini¢ ztozona
z odcinkow taczacych punkty w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych. Kazdy punkt
bedzie odpowiadat potozeniu czasteczki na kolejnym etapie symulaciji.

Kartezjanski uktad wspotrzednych to dwie prostopadie do siebie osie X oraz Y. Punkt ich
przecigcia oznaczamy jako (0,0) - jest to Srodek (tzw. zero) uktadu wspotrzednych.
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Wstepnie przyjmiemy kilka zatozen:

« umie$cimy czgsteczke na poczatku uktadu wspotrzednych (0, 0),

e kierunek ruchu bedzie wyznaczony przez losowy kat ¢,

» czgsteczka bedzie przemieszczala sie¢ skokami na odlegtos¢ r, zalezng od kata ¢,
« kolejne wspotrzedne czasteczki (x,y) wyliczymy ze wzorow:

¢ € (0,2m)



Xn = Xn-1+ (7 cos (p))

Y, =Y,_1+ (rsin (¢))

W rezultacie otrzymamy tablice (listy) wspotrzednych X, oraz Y. Pary te wskazuja
potozenie czgsteczki po kazdym skoku w przypadkowym kierunku.

Eksperyment

W celu zaobserwowania ruchéw Browna, mozemy przeprowadzi¢ prosty eksperyment. Do
szklanki z woda wlewamy kilka kropli syropu. Zauwazy¢ mozemy wowczas samoistne
mieszanie si¢ plynow. Zjawisko to nazywane jest dyfuzjg i spowodowane jest w duzej mierze
ruchami Browna.

Kolejny eksperyment, ktéry mozna wykona¢ w domu, polega na umieszczeniu kropli oleju
w misce z wodg. Zaobserwowac mozemy, ze kropla oleju nie pozostaje bez ruchu. Po kilku
minutach czasteczka przemiesSci sie¢ w inne miejsce. Po nastepnych kilku minutach

w jeszcze inne itd. Przemieszczanie to mozna wytlumaczy¢ wystepowaniem ruchow
Browna.

Modelowanie ruchéow Browna

Model programistyczny, ktory przyjmiemy, bedzie polegatl na utworzeniu czgsteczki oraz
umieszczeniu jej w pltynie. W procesie losowego bombardowania czgsteczki przez
czasteczki plynu bedzie przemieszczala si¢ ona o okreslong odlegtos¢. Wynikiem dziatania
programu bedzie wskazanie koncowego potozenia czgsteczki.

Czasteczke, ktorg bedziemy modelowac, mozemy opisa¢ dwoma zmiennymi oznaczajgcymi
jej wspolrzedne w ukiadzie kartezjanskim. Jako jej poczatkowe potozenie przyjmiemy punkt
(0, 0).

// utworzenie czagsteczki
X = 0.0
y = 0.0

Kolejnym etapem bedzie symulowanie bombardowania czasteczki przez losowg czasteczke
plynu. W tym celu musimy wygenerowac losowy kat ¢, w ktorym przemiesci sie czasteczka.



Poniewaz ruchy Browna sg losowe, mozemy zatozy¢, ze bedziemy modelowa¢ uSredniona
wersje. Przyjmijmy zatem, ze kazda czasteczka ptynu uderza naszg czastke z takg samag sitg,
w wyniku czego nasza czgsteczka przesuwa si¢ zawsze o takg sama odlegtosc.

W wigkszosci jezykow programowania wbudowane sg funkcje matematyczne takie jak sinus
oraz cosinus. Przyjmujg one argumenty wyrazone w radianach. Aby wyznaczy¢ losowy kat ¢
, generujemy liczbe pseudolosowq z przedziatu (0, 27). Jezyki programowania udostepniajg
generator liczb pseudolosowych w rézny sposob, jednak my zatozymy, ze dysponujemy
funkcjg random( ), ktéra generuje liczbe losowa z przedziatu (0, 1). W celu przeskalowania
tego przedzialu na interesujgcy nas przedzial wystarczy pomnozy¢ wylosowang liczbe
przez 2m. Poniewaz w jezykach programowania dostepne sa rowniez stale matematyczne,
zalozmy, ze dysponujemy statg PI, ktora rowna jest przyblizeniu liczby .

// losowy kat fi
fi = random() * 2 * PI;

Jak wspomnieliSmy wczes$niej, nie musimy zastanawiac si¢ nad implementacja funkcji
trygonometrycznych. Zakladamy, ze dostepne sg funkcje sinus( ) oraz

cosinus( ). Reprezentacja wektora beda dwie zmienne. Aby przesung¢ czasteczke
o wyznaczony wektor, dodajmy jego wspotrzedne odpowiednio do wspotrzednych
czgsteczki. Nazwijmy zatem te zmienne dx oraz dy.

Kolejne wspoélrzedne (x, y) czastki beda okreslone nastepujacymi wzorami:

¢ € (0,2m)

Xn == Xn—l -+ dr

Yo=Y, 1+ dy

// wektor kierunku ruchu o wartos$ci r ustawiony pod kagtem fi
dx = r * cosinus(fi)
dy = r * sinus(fi)

Na ponizszej grafice widzimy wykorzystane powyzej wlasnosci:


javascript:void(0);

(x +dx, y + dy)

dy =r - sin ()

(x.y) dx =r- cos (D)

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Przeprowadzajagc modelowanie ruchow Browna, zalezy nam na procesie, w ktorym

zachodzi wiecejniz tylko jedna kolizja. Aby zwiekszy¢ ich liczbe, mozemy utworzy¢ petle,

ktora bedzie symulowata n kolizji nastepujgcych po sobie. W petli mozemy rowniez

wypelnia¢ dwie tablice, ktore beda przechowywaly wspoirzedne punktow, w ktérych

znajdowala si¢ czasteczka. Jedna tablica jest potrzebna do przechowywania wspoirzednych

osi x, druga - .

Przykladowy program modelujacy ruchy Browna moze by¢ napisany zgodnie z ponizszym

pseudokodem.
1 // liczba kolizji
2 n = 100
3
4 // dtugosc wektora
5r =0.1
6
7 // poczatkowe potozenie czgsteczki
5 X = 0.0
9y = 0.0
10
11 // tablice przechowujgce kolejne pozycje czgsteczki
12 deklaracja tablicy ruchyX o wielkosci n + 1
13 deklaracja tablicy ruchyY o wielkosci n + 1
14
15 // zapisz w tablicach poczatkowe polozenie czgsteczki



ruchyX[0] = x
ruchyY[Q] =
dla i =1, 2, ..., n wykonuj

// losowy kat fi
fi random() * 2 * PI;

dx r * cosinus(fi)
dy = r * sinus(fi)

X = X + dx
y + dy

// zapisz w tablicach obecne polozenie czgsteczki
ruchyX[i]
ruchyY[i]

X
y

// wypisz koncowg pozycje
wypisz x
wypisz y

Stownik
ptyn

substancja, ktora charakteryzuje si¢ fatwoscia w zmianie ksztaltu; ptynami sa gtownie
ciecze oraz gazy, ale takze plazma
radian

jednostka miary lukowej kata ptaskiego, 27 radianéw to tyle samo, co 360°



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet prezentujacy symulacje ruchéw Browna dla pieciu czasteczek przy ustalonym r
rownym 0.2. Wygeneruj kilka mozliwych przyktadow toréw czasteczek.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DxsSVuyzA

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi apletu.



https://zpe.gov.pl/a/DxsSVuyzA

Polecenie 3

Zapisz pie¢ przyktadéow wykorzystania ruchéw Browna w innych dziedzinach nauki. Opisz

jeden z przyktadéw.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @

Cwiczenie 1 @)

Potacz naukowcéw z ich teoriami.

(1827) Obserwacja ruchéw pytku
Robert Brown kwiatowego w zawiesinie wodnej pod
mikroskopem.

1906) Mat t i hé
Marian Smoluchowski ( TR0 G (U 1%
Browna.
(1877) Wyjasnienie ruchow Browna
Joseph Delsaulx .
przez termiczne ruchy czasteczek wody.

Albert Einstein (1905) Matematyczny opis ruchow

Browna.

Cwiczenie 2 QO]

Uporzadkuj kroki procesu modelowania ruchéw Browna.

Woyznaczenie wspétrzednych wektora przemieszczenia. =
Wyznaczenie losowego kata, pod ktorym przemiescimy czasteczke. =
Przesuniecie czasteczki. =
Umieszczenie czasteczki w potozeniu poczatkowym. =




Cwiczenie 3 QO
Wskaz, w jaki sposéb mozna wyznaczy¢ wspotrzedng x wektora o dtugosci r nachylonego pod
katem .

O r-¢-sin (¢)
O 7-¢-cos (¢)
(O r-sin (o)

O r-cos (o)

Cwiczenie 4 O
Wskaz, w jaki sposdb mozesz przeksztatcic liczbe a, ktéra jest losowa liczba z przedziatu
(0, 1), na liczbe z przedziatu (0, 27).

() 2r—a
() m-sin (a)
O a-27

() a-m—a

Cwiczenie 5 O

Wskaz, ile wynosi radian.

O 180°

() 180°/m

() =

O 2n



Cwiczenie 6 O

Wskaz, Ktére z ponizszych substancji poruszaja sie zgodnie z ruchami Browna.

(] piasek w glebie
(] drobiny barwnika w wodzie
(] drobiny ttuszczu w mleku

[j pytek kwiatowy w wodzie

Cwiczenie 7 @
Wskaz poprawng odpowiedz.
Dyfuzja spowodowana jest wystepowaniem ruchéw Browna.

() fatsz
() prawda
Cwiczenie 8 O

({ Geometryczny ruch Browna

(...) w miare zwiekszania horyzontu inwestycyjnego ryzyko rosnie, ale
w mniejszym stopniu niz warto$¢ oczekiwana. Wielu inwestorow
uwaza, ze ryzyko inwestycji jest wieksze im dtuzszy jest horyzont
inwestycyjny. | rzeczywiscie tak jest, jednak relacja ryzyka do wartosci
oczekiwanej zmniejsza sie wraz z wydtuzaniem czasu inwestycji.

Zrédto: Geometryczny ruch Browna, dostepny w internecie: kupakcje.pl [dostep 9.06.2021].

Ruchy Browna s3g uzywane do tworzenia modeléw inwestycyjnych. Wyjasnij, jaka strategie

nalezatoby przyjac, jesli inwestowad, bazujagc na modelu ruchéw Browna.




Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Modelowanie ruchow Browna
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

h) metod¢ Monte Carlo (obliczanie przyblizonej wartoSci liczby 7, symulacja ruchow
Browna),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):



o Zwizualizujesz zaawansowane procesy.

e Zbudujesz programistyczny model zjawiska fizycznego.

e Przeanalizujesz sposob wyznaczania kolejnych pozyciji czasteczki, ktora porusza sie
zgodnie z teorig ruchow Browna.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» metody aktywizujgce.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

pracaw grupach,;

praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Modelowanie ruchow Browna”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami
w sekcji ,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat oraz cele zaje¢, omawiajac lub ustalajac razem z uczniami
kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworza pytania dotyczgce tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:



1. Praca z tekstem. Jezeli przygotowanie uczniow do lekciji jest niewystarczajace,
nauczyciel prosi o indywidualne zapoznanie si¢ z trescig zawartg w sekciji ,Przeczytaj’.
Kazdy uczestnik zaje¢ podczas cichego czytania wynotowuje najwazniejsze kwestie
poruszane w tekscie.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Aplet”. Uczniowie
zapoznaja sie z przedstawiong symulacja ruchow Browna dla pigciu czasteczek.
Nastepnie zapisuja wlasne spostrzezenia.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-8 z sekcji ,,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wySwietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowejoceny
rozwigzania zastosowanego przez wybranego ucznia.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen.

Praca domowa:

1. Przygotuj notatke na temat wykorzystania modelowania ruchow Browna w matematyce
i fizyce.

Wskazowki metodyczne:

» Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac¢ jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



