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Zbior liczb rzeczywistych. Prawa dziatan w zbiorze liczb

rzeczywistych

Zrédto: Logan Kirschner, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wszystkie liczby, ktore poznale$ dotychczas w szkole, naleza do zbioru liczb
rzeczywistych. Istniejg r6zne definicje liczb rzeczywistych: niektore uzywaja

aksjomatow, inne granic, ale wszystkie one wykraczaja poza program nauki szkolne;j.

Dla nas zbior liczb rzeczywistych bedzie po prostu sumg zbioru liczb wymiernych
i zbioru liczb niewymiernych. W tej lekc;ji sklasyfikujemy wszystkie znane nam liczby

oraz ponownie przyjrzymy si¢ wlasnosciom dziatan na nich.

Twoje cele

e Wykonasz dzialania na liczbach rzeczywistych.

e Rozpoznasz, czy liczba jest naturalna, catkowita, wymierna czy niewymierna.



Przeczytaj

Zbior liczb rzeczywistych zlozony jest ze wszystkich liczb wymiernych i wszystkich

liczb niewymiernych.

Oznaczamy go symbolem R, ktory pochodzi od pierwszej litery angielskiego stowa

real, oznaczajycego rzeczywisty, realny.

“Najmniejszym” w sensie zawierania jest zbior liczb naturalnych.

Liczby catkowite mozemy skonstruowac z liczb naturalnych: wystarczy do liczb

naturalnych dodac liczby do nich przeciwne.

Liczby wymierne powstajg jako ilorazy liczb catkowitych przy zatozeniu ze dzielnik nie

jest rowny 0.

Liczby niewymierne “dopelniajg” zbior liczb wymiernych do catej osi liczbowe;.
Zbior liczb wymiernych i zbior liczb niewymiernych nie maja wspolnych elementow,
ale razem tworzg zbior liczb rzeczywistych. Kazdej liczbie rzeczywistej mozna

przyporzadkowac dokladnie jeden punkt na osi liczbowej i odwrotnie kazdy punkt osi

odpowiada jednej liczbie rzeczywiste;.

Na podstawie powyzszych faktow mozemy sporzadzi¢ rysunek:
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Ciekawostka

Jako ciekawostke podamy fakt, ze liczb naturalnych jest doktadnie tyle samo co

liczb catkowitych i doktadnie tyle samo co liczb wymiernych.

Liczb niewymiernych jest “wiecej” niz liczb wymiernych. Wydawac by si¢ mogto,
ze skoro kazdy z omawianych zbiorow jest nieskonczony, to wszystkie maja tyle
samo elementow — nieskonczenie wiele. Okazuje si¢ jednak, ze istniejg rozne

nieskonczonosci, a bada je dzial matematyki o nazwie teoria mnogosci.

Sformulowanie “w zbiorze A jest tyle samo elementéw co w zbiorze B” oznacza
tu, ze kazdemu elementowi zbioru A mozemy przyporzadkowac¢ dokladnie jeden
element ze zbioru B i odwrotnie - kazdemy elementowie ze zbioru B mozemy

przyporzadkowa¢ dokladnie jeden element ze zbioru A.

Innymi stowy elementy zbioréw A i B mozemy polaczy¢ w pary. Jezeli w zadnym
ze zbioroéw nie zostanie element bez pary, to zbiory maja tyle samo elementow.

Jezeli w jednym ze zbiorow wykorzystamy wszystkie elementy, a w drugim

zostang elementy bez pary, to powiemy, ze w tym drugim elementow jest wiecej.

Aby pokazac, ze w zbiorze liczb catkowitych jest tyle samo elementow, co w zbiorze

liczb naturalnych ustawmy liczby catkowite w nieskonczony ciagg o wyrazach np.



0,-1, 1,-2, 2, -3, 3,—4, 4,....Zauwazmy, ze kazda liczba calkowita pojawi si¢
w nim dokladnie jeden raz, co oznacza ze jest ich tyle ile liczb naturalnych. Na tej
samej zasadzie mozna pokazac, ze liczb wymiernych jest tyle samo, co liczb

naturalnych ustawiajac liczby wymierne w cigg o niepowtarzajgcych si¢ wyrazach.

Wiasnosé: Wtasnosé trychotomii

Jesli z i y sg liczbami rzeczywistymi, to zachodzi doktadnie jedna z trzech

mozliwoSci:

alboz < y,albox = y,albox > y.

Innymi stowy wiasno$¢ trychotomii orzeka, ze dowolne dwie liczby rzeczywiste

mozna poroéwnac.

Prawo: Prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych

Dla porzadku przypomnijmy podstawowe prawa dziatan na liczbach
rzeczywistych:

1. zbior liczb rzeczywistych jest zamkniety na dodawanie, mnozenie,

odejmowanie i dzielenie (poza dzieleniem przez zero);

2. dodawanie jest tgczne;

3.liczba 0 jest elementem neutralnym dodawania;

4. kazda liczba rzeczywista x posiada dokladnie jedng liczbe przeciwna (—z);
5. dodawanie jest przemienne;

6. mnozenie jest 1aczne;

7.liczba 1 jest elementem neutralnym mnozenia;

8. mnozenie jest przemienne;
9. mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania;

10. kazda niezerowa liczba rzeczywista = posiada doktadnie jedna liczbe

rzeczywistg odwrotng %
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Przyktad 1

Liczbg przeciwng do liczby x = 2 — 3v/2 jest liczba
—o=—(2-3v2) = -2+3v2=3v2-2

i ; _ V3 gt 1 1_ 1 _ 2 _ 2
Liczbg odwrotng do liczby ¢ = 5~ jest liczba - = T TG

Sls

Przyktad 2

Zauwazmy, ze:

V32 =+v9=3

V(=3P = v =3

V52 = /25 =5

V(5 = v =5
\/(x/i—l)zzx/i—l

\/mz —(1—@) = —1+ 2 =+/2— 1 (liczba 1 — V2 jest ujemna,

za$ wynik pierwiastkowania z definicji jest nieujemny - liczba V2 -1 jest

przeciwnado 1 — /2 i dodatnia, wiec to ona jest wynikiem tego dzialania)
2
(V5-2) =v5-2

\/<2—\/§>2 - _(2_\/5) = —2+4 /5 = v/5 — 2 (liczba 2 — /5 jest ujemna,

za$ wynik pierwiastkowania z definicji jest nieujemny - liczba V5 —2 jest

przeciwna do 2 — v/5 i dodatnia, wiec to ona jest wynikiem tego dzialania)
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Ale

V23 = /8 =2

{2 =8 =2

V53 = /125 = 5

{/(—5)3 — ¢/—125 = -5

Przyktad 3

Wykonamy mnozenie, dodawanie i odejmowanie liczb ¢ = ﬁ orazy = ﬁ

1.1
5-1  +/5+1

Aby pomnozyc¢ te liczby, wystarczy pomnozy¢ licznik pierwszego utamka przez
licznik drugiego oraz mianownik pierwszego utamka przez mianownik drugiego.
Otrzymane iloczyny stajg si¢ odpowiednio licznikiem i mianownikiem iloczynu

liczbxiy.

1 _ 1 _ 1

VA1 ¢51+1 (VB (VB 5+x/5ix/5—1 4




_ 1 1
b)m—l—y—\/g_l-l—\/ngl

Aby dodac te liczby, sprowadzamy je do wspolnego mianownika. W tym celu

pierwszy sktadnik rozszerzamy przez §+1 , zas drugi przez ﬁj :

(= SIS BV s V5+1 I V5-1 _
VE-1 o WBHL T VEHL VA1 (VE1)(VEr) (VB (V1)
_ V541 i V5-1 _ B+l i V-1
- 5—VBHVE-1  5+VB—yB5-1 4 4

_ BB 2v5 4B
= 1 L =

2

_ 1 1
c)x—y—\/g_l VB+1

Aby odjac¢ te liczby, sprowadzamy je do wspolnego mianownika. W tym celu

pierwszy sktadnik rozszerzamy przez :gi zas drugi przez ﬁ_i :

1 A6l 1 A1 V5+1 _ V5-1 _
L Ve T VB Ve T (Vo) (Van) (Ve (Vee1)

_ V541 - V6-1 _ A6+l VBl
I e e B N v S 4
_ VBH1VBHL 2 1

- 1 — 172

Przyktad 4

Wykonamy dzialania

_ /144 25 /169 _ 13
\/1+144— Tad T 74 =\ g = 12

4 _ 4 9 __ 36 _ /4 _
\/75— =T —F=y P =vi=2

V122 + 162 = /144 + 256 = /400 = 20



V152 — 92 = /225 — 81 = /144 = 12

Przyktad 5

Korzystajac z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania (odejmowania)

opuscimy nawiasy:
V2-(V243) =v2-V2+3-V2=2+3V2

V2 (VB+V8) =v2 VB+ V3 VB =vI2+ V16 =
—V4-34+4=+4-V/3+4=2V3+4

V3 (V6-V3) =v3-v6-v3-v3=V36- V3 3= VIs- o=

V9-2-4/9=4/9-v/2-3=3v2-3

Przyktad 6

Korzystajgc z rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania wylgczymy wspolny

czynnik przed nawias.

\/E+x/1—=\/5-_2+¢ﬁ=\/5-x/§+x/5-¢§=x/5-(x/§+¢§)
10 + /10 = V100 + v10 = v/10 - 10 + /10 =

:mﬂwm+¢m:¢m(¢m+g

x/1_—4:m—4=¢1-\/§—4:2\/§—2-2:2-(ﬁ—z)

Stownik

zbior zamkniety na dziatanie
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moéwimy, ze zbior A jest zamkniety na dziatanie (¥), gdy dla dowolnych elementow

x, y nalezacych do zbioru A element (z * y) réwniez nalezy do zbioru A

dziatanietagczne

mowimy, ze dzialanie (*) jest taczne, gdy dla dowolnych elementow z, y, z
zachodzi roOwnos¢ (z *y) * z=x * (y * 2)

element neutralny dziatania

moOwimy, ze element e jest elementem neutralnym dziatania (*), jesli dla

dowolnego elementu z zachodzi warunekx *e=e*x =z

liczba przeciwna

mowimy, ze liczba a jest przeciwna do liczby b, gdy a 4+ b = 0; mozemy tez
powiedzie¢, ze liczby a i b s3 wzajemnie przeciwne

liczba odwrotna

mowimy, ze niezerowa liczba a jest odwrotna do niezerowejliczby b, gdya - b = 1

dziatanie przemienne

mowimy, ze dzialanie (*) jest przemienne, gdy dla dowolnych elementow z, y
zachodziréwno$¢r*y=y* x

rozdzielnos$¢ dziatania * wzgledem dziatania #

mowimy, ze dzialanie (*) jest rozdzielne wzgledem dzialania #, gdy dla dowolnych

elementow z, y, z zachodzi rownos¢ ¢ * (y # 2) = (x * y) # (x * 2)



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w prezentacji multimedialnej. Wykonaj polecenie.

Polecenie 2

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Liczba (—3) jest:

‘ Naturalna [ ] H Catkowita [ | H Wymierna [ | H Niewymierna [ | H Rzeczywista [ | ’

Liczba 3, 14 jest:

‘ Naturalna [ ] H Catkowita [ | H Wymierna [ | H Niewymierna [ | H Rzeczywista [ | ’

Liczba v/ 625 jest:

‘ Naturalna [ ] H Catkowita [ | H Wymierna [ | H Niewymierna [ | H Rzeczywista [ | ’

Liczba v/ —100 jest:

‘ Naturalna [ ] H Catkowita [ | H Wymierna [ | H Niewymierna [ | H Rzeczywista [ | ’

Liczba v/2 - (\/_ + 2) jest réwna:

‘ \/_+2 “ﬁ, 3\/_E]‘ f+1 “2\/§+2D’




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Ocen prawdziwosé ponizszych zdan. Wskaz wszystkie zdania prawdziwe.

Kazda liczba catkowita jest liczbg naturalna.

Jezeli a jest liczba catkowita, to a jest liczbg naturalna.

Istnieje liczba, ktéra jest jednoczes$nie wymierna i niewymierna.

Jezeli a jest liczbg naturalng, to a jest liczbg wymierna.

Kazda liczba wymierna jest liczba rzeczywista.

Kazda liczba rzeczywista jest albo liczbg wymierna, albo liczbg niewymierna.

Jezeli a jest liczbg wymierng, to a jest liczba naturalna.

Kazda liczba naturalna jest liczbg catkowita.

Kazda liczba rzeczywista jest liczbg niewymierna.

o o o o o oo o 00

Jezeli a jest liczbg naturalng, to a jest liczbg catkowita.




Cwiczenie 2

Rozwiaz test. Wskaz poprawng odpowiedz.

Liczba v/ 72 jest réwna:

)i

Liczba 1/ (—10) jest réwna:

00 [00]

Liczba v/ 43 jest réwna:

40| vaO0

Liczba {/ (—5)* jest réwna:
5050

Liczba (m - 3) " jest rowna:
Vio-30)|[s-vio |
Liczba 4/ (2 — V10) " jest rowna:
2-Vvi0 0| vio-2 ()

Liczba \/ <\/ 17 — 5) jest réwna:

\\/_ 5[]] 5— \/17C]’

Liczba 4 — 3| jestréwna:

‘\/1_—3[:]"3—\/15@’

a




Cwiczenie 3

Wykonaj mnozenie podanych liczb niewymiernych. Wpisz wynik.

Dziatanie Wynik




Cwiczenie 4

Opus¢ nawiasy. Potagcz w pary liczby réwne.

4+ 2v2

2+/2

4442

4+ 82

2+ 42

8+ 2v/2

2+ 2v/2

4+ 42



Cwiczenie 5

Wytacz wspdlny czynnik przed nawias. Potagcz w pary liczby réwne.

2v/2 + 2

V3+3

3v/3-3

V2 +4

2v/2 + 4

V246

V242

VB- V3

Cwiczenie 6
Oblicz:

(145 +2,46):11,02
S:(£+0,15)]

V3. (v2-1)
3-(v3-1)
2- (V2 +1)
V2 (1+V3)
V2. (1+v2)
V2 (1+2v2)
v3- (1+v3)

2 (V2+2)




Cwiczenie 7 @
W zbiorze liczb rzeczywistych definiujemy dziatanie * w nastepujacy sposéb

a*x b= a+ b+ 2.Sprawdz, czy dziatanie * jest przemienne. Sprawdz, czy dziatanie *

jesttaczne.

Cwiczenie 8 @
W zbiorze liczb rzeczywistych definiujemy dziatanie # w nastepujacy sposoéb
a#b= aT“’ Sprawdz, czy dziatanie # jest przemienne. Sprawdz, czy dziatanie # jest

taczne.




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zbior liczb rzeczywistych. Prawa dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
1) wykonuje dzialania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

e kompetencje cyfrowe;
o kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

e kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii.
Cele operacyjne:

e Wykonasz dziatania na liczbach rzeczywistych.

e Rozpoznasz, czy liczba jest naturalna, catkowita, wymierna czy niewymierna.



Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e debata;

e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna/tablica, pisak/kreda.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg

poruszane podczas lekcji.

Faza wstepna:



1. Przedstawienie tematu zajec: ,Zbior liczb rzeczywistych. Prawa dziatan
w zbiorze liczb rzeczywistych” oraz wspoélne z uczniami ustalenie kryteriow

sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1z sekcji
,<Prezentacja multimedialna” - ,Przeanalizuj informacje zawarte w galerii zdje¢
interaktywnych. Wykonaj polecenie” Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢
z materiatem. Po ustalonym wczesniej czasie pyta czy byly watpliwosci z jego

zrozumieniem i thumaczy je.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac
¢wiczenia nr1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po
ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel
w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela

uczniom informacji zwrotne;.

3. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 3-5
na czas (od latwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktéra poprawnie rozwigze
¢wiczenia jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow
ocenami za aktywnos$¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane

krok po kroku.

4. Cwiczenia numer 6, 71 8 uczniowie wykonujg indywidualnie, a nastepnie omawia

je nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowujg FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujgce
przyktad i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Zbior liczb rzeczywistych. Prawa

dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych”).



Materialy pomocnicze:

Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekgji ,Prezentacja multimedialna” mozna wykorzystac na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie ,,Zbior liczb rzeczywistych. Prawa

dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych”.
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