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Zagadka

Na parapecie pod oknem lezala talia 52 kart do brydza. Po otwarciu okna zrobit si¢
przeciag, ktory zwiat dziesiec¢ kart z parapetu za okno. Oglagdamy pierwszg karte, ktora
zostala na parapecie.

Ktory przypadek jest bardziej prawdopodobny:
» ,ogladana karta jest w kolorze czerwonym”,
czy
» ,ogladana karta jest w kolorze czarnym”?

Na podstawie reguty rownolicznosci (o ktorejbedzie mowa w tym rozdziale), mozemy
stwierdzi¢, ze oba te przypadki sg jednakowo prawdopodobne.

Twoje cele

e Zapoznasz si¢ z regulg rownolicznosci.
» Udoskonalisz umiejetnosci postugiwania si¢ pojeciem reguty rownolicznosci
w zadaniach kombinatorycznych.




e Znajomo$c¢ reguly rownolicznosci pozwoli Ci oceniac liczby elementow pewnych
zbioréw liczbowych.

o Nauczysz sig, jak poréwnywac liczby wynikow doswiadczen losowych, ktore
spelniajg warunek dajgcy sie opisa¢ z wykorzystaniem pojecia rownolicznosci
zbiorow.



Przeczytaj

Reguta rownolicznosci

Dwa zbiory A i B sa rownoliczne (majg tyle samo elementéw) jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowac wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru B
przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru A.

Przyktad 1

Wykazemy, ze w zbiorze {k,k + 1,...,l — 1,1} kolejnych liczb naturalnych od k do [ jest
[ — k+ 1 elementow.

Uzasadnienie podamy na dwa sposoby.
o I'sposob:

Ponumerujmy, zaczynajac od 1, kolejne liczby zapisane w zbiorze
{k,k+1,k+2,...,1l— 1,1} i zauwazmy, ze w tak otrzymanym ciggu numer wyrazu jest
niezmiennie o kK — 1 mniejszy od tego wyrazu, zatem jego ostatni wyraz rowny [l ma
numer ! — (k — 1).

Na podstawie reguty rownolicznos$ci stwierdzamy, ze w zbiorze
{k,k+1,k+2,...,1— 1,1} jest tyle samo elementdéw, co w zbiorze kolejnych liczb
naturalnych od 1 dol! — k + 1. Oznacza to, ze jestich | — k + 1.

Uwagal! Cigg arytmetyczny (an), 0 wyrazie pierwszym a1 = ki roznicy 1 jest okreslony
wzorem ogolnyma, = k+n—1.Gdya, =l,tok+n—-1=1[skadn=101—-k+ 1.

o Il sposéb

Zauwazmy, ze zbior {1,2,...,1 — 1,1}, liczacy [ elementéw, mozemy podzieli¢ na dwa
roztgczne podzbiory:

podzbioér liczb mniejszych od k: {1,2,...,k — 2,k — 1}, ktéory ma k — 1 elementow
oraz podzbior kolejnych liczbod kdo l: {k,k+ 1,k +2,...,1 —1,1}.
Oznacza to, ze zbior {k,k+ 1,k +2,...,l— 1,1} mal — (k— 1) =1 — k + 1 elementdw.

Z powyzszego spostrzezenia wynika np., ze w zbiorze {1410, 1411, .. .,2020} kolejnych
liczb naturalnych od 1410 do 2020 jest doktadnie 611 liczb, co dostajemy z nastepujacego
rachunku: 2020-(1410-1) = 611
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Przyktad 2

Wykazemy, ze wszystkich trzycyfrowych liczb parzystych jest tyle samo, co
trzycyfrowych liczb nieparzystych.

Zauwazmy, ze najmniejsza liczbg trzycyfrowa jest liczba 100 (parzysta), a najwieksza liczbg
trzycyfrowg jest liczba 999 (nieparzysta). Oznacza to, ze:

1. liczb trzycyfrowych jest 999 — (100 — 1) = 900,

2. zapisujac wszystkie liczby trzycyfrowe rosngcom bedziemy wiec mogli dobrac je
w pary tak, aby liczbie mniejszej, parzystej odpowiadala wzajemnie jednoznacznie
liczba wigksza od niej o jeden, nieparzysta.

Mozna je na przyktad wypisywa¢ parami, w kolejnych wierszach, ktorych bedzie 450:

numer wiersza liczba parzysta liczba nieparzysta
1 100 101
2 102 103
3 104 105
450 998 999

Zatem trzycyfrowych liczb parzystych jest tyle samo, co trzycyfrowych liczb
nieparzystych.

Powyzsze rozumowanie mozemy sformalizowac. Poniewaz kazdg naturalng liczbe
parzystg da sie zapisa¢ w postaci 2n, gdzie n jest liczbg naturalng, wiec do zbioru
trzycyfrowych liczb parzystych nalezg wszystkie liczby spetniajagce dodatkowo warunek
100 < 2n < 999. Zatem n moze przyjmowac wartosci 50, 51,51, . ..,499. Rozpatrzmy
wiec dwa ciggi:

ciag (a,), opisany wzorem a,, = 2n, gdzie n = 50,51, ...,499,
ciag (b, ), opisany wzorem b, = a,, + 1 = 2n + 1, gdzie n = 50,51, .. .,499.

W ciggu (a,) wystepuja kolejne parzyste liczby trzycyfrowe, a w ciggu (b, ) wystepuja
kolejne nieparzyste liczby trzycyfrowe.

wyrazy ciagu (a,) wyrazy ciagu (b,)
aso — 100 b50 =101
as1 — 102 b51 =103

as52 = 104 b52 =105



wyrazy ciagu (a,,) wyrazy ciagu (b,,)
aq99 — 998 b499 =999

Wyrazy ponumerowane sg od 50 do 499, wiec na podstawie reguty rownolicznosci
stwierdzamy, ze jestich w obu ciggach tyle samo.

Obliczamy, ze jest ich w kazdym ciggu po 499 — (50 — 1) = 450.
Przyktad 3

Rozstrzygniemy, ktorych liczb trzycyfrowych jest wigcej: tych, ktore dzielg sie przez 7,
czy tych, ktore dajg reszte 3 z dzielenia przez 7.

o I sposdb:
Zapiszmy wszystkie liczby trzycyfrowe rosnaco.

Poniewaz 900 przy dzieleniu przez 7 daje reszte 4, wiec liczb w tym zbiorze nie da si¢
podzieli¢ na grupy siedmioelementowe.

Natomiast na grupy siedmioelementowe mozna podzieli¢ zbior A = {104, 105, - - -, 999},
czyli zbior kolejnych liczb trzycyfrowych, z ktorego usunieto cztery najmniejsze liczby
trzycyfrowe: 100, 101, 102, 103.

Zapisujac elementy zbioru A w porzadku rosngcym i z podzialem na grupy
siedmioelementowe zauwazymy, ze tych grup jest (900 — 4) : 7 = 128 i w kazdej z nich
jest doktadnie jedna liczba podzielna przez 7 oraz dokladnie jedna liczba, ktora przy
dzieleniu przez 7 daje reszte 3.

Zatem na podstawie reguty rownolicznosci stwierdzamy, ze w zbiorze
A = {104,105, ---,999} jest tyle samo liczb podzielnych przez 7, co liczb, ktore przy
dzieleniu przez 7 daja reszte 3.

Poniewaz wsrod czterech usunietych liczb nie ma zadnej podzielnej przez 7, natomiast
dokladnie jedna z nich, 101, przy dzieleniu przez 7 daje reszte 3, wiec wsrod liczb
trzycyfrowych wiecej jest tych, ktore dajg reszte 3 z dzielenia przez 7 niz tych, ktore
dzielg sie przez 7.

o II sposdb:
Rozpatrzmy dwa ciggi:
ciag (a,) opisany wzorem a,, = 7Tn + 94, gdzien = 1,2, ...,129,

ciag (b,) opisany wzorem b,, = 7n + 98, gdzien = 1,2,...,128.
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Poniewaz:

a; =101, a199 = 997,a,, = Tn + 94 = 7(n + 13) + 3, oraz a,, .1 — a,, = 7, wiec w ciggu
(ay) jest kazda z liczb trzycyfrowych, ktore przy dzieleniu przez 7 daja reszte 3. Na
podstawie reguly rownolicznosci stwierdzamy, ze tych liczb jest 129;

by = 105, byog = 994, b, = Tn + 98 = 7(n + 14), oraz b, ., — b, = 7, wiec w ciggu (b,)
jest kazda z liczb trzycyfrowych, ktore dziela si¢ przez 7. Na podstawie reguty
rownolicznos$ci stwierdzamy, ze tych liczb jest 128.

Wynika stad, ze liczb trzycyfrowych, ktore przy dzieleniu przez 7 daja reszte 3 jest
o jedng wigcej, niz liczb trzycyfrowych, ktore dziela si¢ przez 7.

Przyktad 4

Rozpatrzmy wszystkie mozliwe wyniki rzutu siedmioma symetrycznymi monetami
o roznych nominatach. Rozstrzygnij, ktorych wynikow wsrod nich jest wiece;j:

a. na doktadnie dwoch monetach wypadty reszki”, czy ,na doktadnie dwoch monetach
wypadty orly”,
b. ,wypadio wiecej ortow niz reszek”, czy ,wypadto wiecej reszek niz ortow”.

Rozwigzanie

Zapiszmy wynik kazdego rzutu tymi siedmioma monetami w porzadku przypisanym
monetom od najnizszego nominatu do najwyzszego, przy czym przez o oznaczmy wynik
‘wypadt orzel) a przez r - ‘wypadta reszka’.

Przyktadowo ciag: o, o, o, , o, r, T opisuje wynik rzutu, w ktérym na trzech pierwszych
monetach oraz na piatej wypadly orly, a na pozostatych trzech - reszki.

a. Korzystajac z powyzszej umowy, rozpatrzmy dwa rodzaje ciggow:
(1) ciagi, w ktorych wystepujg doktadnie dwa r i pie¢ o; tych ciagow jest tyle samo,
co wszystkich wynikow, w ktorych na doktadnie dwoch monetach wypadty reszki,
(2) ciagi, w ktorych wystepuja doktadnie dwa o i pie¢ r; tych ciggow jest tyle samo,
co wszystkich wynikow, w ktorych na dokladnie dwoch monetach wypadty orly.
Zauwazmy, ze jezeli w kazdym ciggu typu (1) zamienimy kazde o na r i kazde r na o,
to otrzymamy cigg typu (2), a jezeli w kazdym ciggu typu (2) zamienimy kazde r na o
i kazde o nar, to otrzymamy cigg typu (1).
Zatem da si¢ wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowac do siebie kazdy cigg typu
(1) z ciggiem typu (2), skad, na podstawie reguty rownoliczno$ci, otrzymujemy, ze
wynikow ,na doktadnie dwoch monetach wypadty reszki” jest tyle samo, co wynikow
,ha doktadnie dwoéch monetach wypadly orty”.

b. Zauwazmy, ze jezeli w ciggu opisujacym przypadek ,wypadlo wiecej ortow niz
reszek” zamienimy kazde o na r, to otrzymamy przypadek ,wypadio wiecejreszek
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niz ortow” i odwrotnie, jezeli w ciggu opisujacym przypadek ,wypadto wiecejreszek
niz ortow” zamienimy kazde o na r, to otrzymamy przypadek ,wypadio wiecej ortow
niz reszek”.

Zatem kazdy z wynikow jednego przypadku da sie wzajemnie jednoznacznie
przyporzadkowac¢ do wyniku z drugiego przypadku.

Wobec tego wynikow ,wypadlo wigcej ortow niz reszek” jest tyle samo, co wynikow
,wypadto wiecejreszek niz ortow”, co stwierdzamy, korzystajac z reguty
rownolicznosci.

Problem 1

Na zakonczenie proponujemy samodzielne rozwigzanie problemu, ktéry zostat podany we
wstepie.

Na parapecie pod oknem lezata talia 52 kart do brydza. Po otwarciu okna zrobit sie przeciag,
ktory zwiat dziesie¢ kart z parapetu za okno. Oglagdamy pierwsza karte, ktora zostata na
parapecie.

Ktory przypadek jest bardziej prawdopodobny:

o ,ogladana karta jest w kolorze czerwonym”,

czy

o ,ogladana karta jest w kolorze czarnym”?

Stownik
reguta réwnolicznosci

Dwa zbiory A i B s3 rownoliczne (maja tyle samo elementéw), jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowac¢ wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru
B przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru A

ciag arytmetyczny

cigg liczbowy o co najmniej trzech wyrazach, w ktorym kazdy wyraz (oprocz pierwszego)
rozni sie od wyrazu poprzedniego o t¢ samg wartos¢, nazywang roznicg ciaggu

arytmetycznego
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Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja. Przeanalizuj zaprezentowane w niej
rozwigzanie zadania, w ktérym pokazane jest, jak zastosowac regute réwnolicznosci.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DI1FsIXG5i

Film nawigzujacy do tresci materialu na temat liczby elementow zbioru skonczonego oraz
zasady rownolicznosci .

Polecenie 2

Korzystajagc z oméwionego przyktadu rozwigz samodzielnie nastepujace zadanie.

Rozpatrzmy rzut czterema symetrycznymi kostkami szesciennymi do gry, z ktérych kazde dwie
maja inne kolory.

Wykaz, ze takich wynikéw, w ktorych wypadta suma liczb oczek wieksza niz szesnascie jest
tyle samo, co wynikéw, w ktérych wypadta suma liczb oczek mniejsza niz dwanascie.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

mniejsze od 463.

O 324

O 327

O 326

(O 325

Cwiczenie 2

rownoliczne.

wypadt jeden orzet
wypadty doktadnie trzy orty
wypadty same orty

wypadty dwie reszki

Cwiczenie 3

W ponizsze pole.

Odpowiedz:

O

Oblicz, ile jest elementdéw w zbiorze liczb naturalnych, ktére sg wieksze od 136 i jednoczesnie

O

Rozpatrzmy rzut siedmioma symetrycznymi monetami. Dobierz w pary te wyniki, ktore sg

wypadto piec reszek

wypadty doktadnie cztery orty

wypadto szes¢ reszek

wypadty same reszki

Oblicz, ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére dzielg sie przez 17. Wpisz odpowiedz



Cwiczenie 4

lle jest elementéw w zbiorze trzycyfrowych liczb naturalnych, ktére sg podzielne przez 11?
Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 81
O 82
O 80

O 79

Cwiczenie 5 @

Oblicz, ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez kazda z liczb: 3, 4,
5 dajg reszte 1. OdpowiedzZ wpisz do okna ponizej.

Odpowiedz:

Cwiczenie 6 @

Rozpatrzmy wszystkie pieciocyfrowe liczby naturalne, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepuja wytacznie cyfry 1, 2, 3, 4. Zbiér wszystkich tak otrzymanych liczb mozna podzieli¢
na pary w ten sposéb, zeby sumy liczb kazdej z tak otrzymanych par byty réwne S. Zaznacz
wszystkie prawidtowe mozliwosci.

(] S=233333
(] S < 54321
(] §>12345

) S =55555



Cwiczenie 7

Oblicz, ile jest elementow w kazdym ze zbioréow:

A - liczb trzycyfrowych wiekszych od 599, ktore przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1,
B - liczb trzycyfrowych mniejszych od 602, ktére przy dzieleniu przez 5 dajg reszte 1,
C' - liczb trzycyfrowych mniejszych od 699, ktére przy dzieleniu przez 6 daja reszte 3,

D - liczb trzycyfrowych wiekszych od 117, ktore dzielg sie przez 9.
Potacz zbiory z liczbami ich elementéw.

| B 101
| D 98
C] 99
|4 100

Cwiczenie 8

@

Rozpatrujemy wszystkie liczby pieciocyfrowe o réznych cyfrach. Zaznacz wszystkie zdania

prawdziwe.

0 Doktadnie czwarta cze$¢ z nich spetnia jednoczes$nie dwa warunki "cyfra jednosci
jest wieksza od cyfry dziesiagtek" oraz "cyfra tysiecy jest mniejsza od cyfry setek”.

O Doktadnie potowa z nich spetnia warunek "cyfra jednosci jest wieksza od cyfry
dziesigtek".

O Doktadnie trzecia cze$¢ z nich spetnia warunek "cyfra setek jest mniejsza od cyfry

dziesigtek".



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Liczba element6éw zbioru skonczonego - zasada réwnolicznoSci

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VI. Ciaggi. Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;

XlI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy. Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;

Zakres rozszerzony 1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych okreslone kryteria,

z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzordéw na liczbe: permutacji,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego modelu
zliczania elementoéw;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje regule rownolicznosci,

» doskonali umiejetnosci postugiwania sie regutg rownolicznosci w zadaniach
kombinatorycznych,

e ocenia liczby elementow pewnych zbioréw liczbowych,

» porownuje liczby wynikow doswiadczen losowych, ktore spetniajg warunek dajgcy sie
opisac¢ z wykorzystaniem pojecia rownolicznosci zbiorow,

» wykorzysta¢ pojecie funkcji do opisu doswiadczen losowych, spetniajgcych warunek
rownolicznosci zbiorow.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» symulacja;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultuja swoje
rozwiazania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktore mieli podczas ich
wykonywania.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Liczba elementéw zbioru skonczonego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Liczba elementow zbioru skonczonego - zasada rownolicznosci”.
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