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Rownanie stycznej przechodzacej przez punkt lezacy na

okregu

Ile punktoéw wspolnych moze miec¢ okrag i prosta? Czy moze by¢ ich nieskonczenie wiele?
Wykorzystujac pojecie odlegtosci punktu od prostej, omowimy szczegolny przypadek
wzajemnego potozenia okregu i prostej, gdy majg one doktadnie jeden punkt wspolny.
Mowimy wowczas o stycznej do okregu.

Twoje cele

» Dowiesz sig, czym jest styczna do okregu.

o Wykorzystasz wilasnosci stycznej do okregu do wyznaczenia rownania styczne;.

o Wyznaczysz rownanie stycznejdo okregu przechodzacej przez punkt lezacy na
okregu.




Przeczytaj

Juz wiesz

Na podstawie badania wzajemnego potozenia prosteji okregu mozemy stwierdzic, ze
okrag i prosta moga miec:

« jeden punkt wspolny,
o dwa punkty wspdlne,

e zero punktow wspolnych.
Omowimy przypadek, gdy prosta i okrag przecinaja si¢ w doktadnie jednym punkcie.
Definicja: styczna do okregu

Styczna do okregu nazywamy prostg, ktora ma doktadnie jeden punkt wspoélny z tym
okregiem. Punkt ten nazywamy punktem stycznosSci.

punkt stycznosci

Wiasnosé: styczna do okregu

Styczna do okregu jest prostopadta do promienia taczgcego punkt stycznosci i Srodek
okregu.

Wazne!

Zauwazmy, ze dtugo$¢ promienia r jest rowna odlegtosci $rodka S od punktu P, zatem
r=|SP|.
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Omowimy teraz metody wyznaczania rownania stycznej do okregu, przechodzgcej przez
punkt lezacy na tym okregu.

Metoda I: za pomoca wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej

Przyktad 1

Wyznaczymy rownanie stycznej do okregu o rownaniu (z + 1) + (y — 3)* = 5,
przechodzacej przez punkt (1, 2).

Z réwnania okregu mozemy odczytaé érodek S = (—1, 3) oraz promien r = /5.
Styczna do okregu ma rownanie y = ax + b.

Poniewaz punkt (1, 2) nalezy do tej prostej, zatem otrzymujemy réwnanie 2 = a + b,
wiec b =2 — a.

Prosta jest postaci y = az + 2 — a, co po przeksztatceniu do postaci ogélnej daje
ar —y+2—a=0.

VAT B?
srodka okregu od podanego punktu jest rowna dlugo$ci promienia okregu.

Wykorzystamy wzor na odlegtos¢ punktu od proste;j oraz fakt, ze odlegos¢

, . |-a—3+2—a]
Zatem mamy rownanie |a— = 5.
y i V5

Po przeksztatceniu réwnania otrzymujemy, ze |—2a — 1| = v5va2 + 1.

Podnosimy obie strony rownania do kwadratu i przeksztatcamy do postaci
a? — 4a + 4 = 0, co daje (a — 2)* = 0, wiec a = 2.

Otrzymujemy, ze b = 0.

Zatem szukana styczna jest postaci y = 2z.

Metoda II: poprzez rozwiazanie uktadu rownan, w ktorym
jedno rownanie jest rownaniem okregu, a drugie rownaniem
szukanej stycznej

Przyktad 2

Wyznaczymy rownanie stycznej do okregu o rownaniu (z — 3)% + (y + 2)° = 25,
przechodzacej przez punkt (0, 2).

Prosta styczna jest postaci y = ax + b.




Poniewaz punkt (0, 2) nalezy do tej prostej, zatem jest ona postaci y = az + 2.

2 2 _
Rozwigzemy uktad rownan {(:c —8 w2y = 25.
y=axr+2
Aby prosta byta styczna do okregu, to uktad musi mie¢ jedno rozwigzanie.

Po podstawieniu otrzymujemy rownanie (z — 3)° + (az + 4)° = 25

Po uporzadkowaniu mamy, ze (a2 + 1):22 + (8a — 6)z = 0. Obliczamy wyréznik, ktory
musi wynosi¢ 0, zatem mamy rownanie (8a — 6)% = 0.

N

Z rownania wynika, ze a =

Zatem szukana styczna jest postaci y = %a: + 2.

Metoda III: poprzez wyznaczenie rownania prostej
prostopadtej do promienia okregu, przechodzacej przez
podany punkt

Przyktad 3

Wyznaczymy rownanie stycznejdo okregu (z — 2)2 + * = 10, przechodzacej przez
punkt (1, 3).

Z rownania okregu mozemy odczytaé, ze S = (2,0) oraz r = 4/10.

Poniewaz styczna jest prostopadia do promienia okregu w punkcie stycznoSci,
wyznaczymy rownanie prostej prostopadte;.

Prosta przechodzaca przez punkty (1, 3) i (2,0) ma wspotczynnik kierunkowy rowny
a=—3.
Zatem wspotczynnik kierunkowy stycznejwynosi a = %

Styczna przechodzi przez punkt (1, 3), zatem mamy rownanie 3 = ¥ + b.

Zatem b = 2

wo| o

Rownanie szukanej stycznejjest postaci y = %x + 2%.

Metoda I'V: za pomoca wzoru na styczna do okregu
Jezeli okrag ma rownanie

(2 —a)’ +(y—b)* =72



gdzie:

S = (a,b) - srodek,
r - promien okregu,
(4, ys) - punkt, przez ktory przechodzi styczna,

wowczas rownanie stycznejwyraza si¢ wzorem
(T —a)(z —a) + (y — D)(y —b) = 1*.
Przyktad 4

Wyznaczymy rownanie stycznej do okregu o rownaniu (z — 2)* + (y + 1)° = 4,
przechodzacej przez punkt (2, 1).

Odczytujemy dane S = (2, —1), r = 2 oraz (z,, yp) = (2,1).

Po podstawieniu do wzoru na roOwnanie stycznej otrzymujemy, ze
2-2)(z—2)+(1+1)(y+1)=4.

Zatem rownanie stycznejjest postaci y = 1.
Przyktad 5

Wyznaczymy dla jakiego parametru m okrag 22 + (y + 2)® = m + 4 i prostay = 2z — 1
majg doktadnie jeden punkt wspolny.

Aby rownanie przedstawiato okrag, to powinien zachodzi¢ warunek m + 4 > 0, wiec
m € (—4,00).

W celu wyznaczenia wartoSci parametru rozwigzemy uktad rownan, w ktérym jedno
rownanie jest rownaniem okregu, a drugie rOwnanie opisuje prosta.

24 (y+2)=m+4

Zatem mamy {
y=2x—1

Podstawiamy drugie rownanie do pierwszego rownania w miejsce niewiadome;j y.
Otrzymujemy rownanie z% + (2z + 1)2 = m + 4, co po przeksztalceniu daje rownanie
5z2 + 4z —m — 3 =0.

Aby prosta i okrag miaty doktadnie jeden punkt wspolny, to wyr6znik musi by¢ rowny 0.
Obliczamy A = 16 — 20 - (—m — 3) = 76 + 20m.

Z réwnania A = 0 oraz po uzgodnieniu z zalozeniem otrzymujemy, ze m = —3%.

Stownik
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styczna do okregu
prosta, ktora ma doktadnie jeden punkt wspolny z okregiem

réwnanie stycznej do okregu

rownanie postaci (z, — a)(z — a) + (y» — b)(y — b) = r?, gdzie érodek S = (a,b) orazr
- promien okregu, (z,,yp) - punkt, przez ktory przechodzi styczna



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D16P1AT30

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej rownania stycznej przechodzacej przez punkt.

Polecenie 2

Wyznacz rownanie stycznej do okregu o réwnaniu (a: — 3)2 + (y + 2)2 = 20, przechodzacej
przez punkt (1, 2).



https://zpe.gov.pl/a/D16P1AT3o

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Styczna do okregu (z — 1)* + (y — 3)® = 4 jest prosta:

O y=2
O z=1

() z=3

Cwiczenie 2

Potacz réwnanie okregu z réwnaniem prostej, ktéra jest do niego styczna:

2+ (y+2)° =16 =5
(z+3)0°+(y+1)P° =4 y =4
(z—3°+y2=1 =4
(x—2%+(@y—1>2=9 y=2

Cwiczenie 3

Uzupetnij luki, wybierajac odpowiednie elementy.

Styczne do okregu (z — 1)2 + (y+ 1)2 = 4 w punktach przeciecia z prosta y = x,

odpowiednio pionowe i poziome do osi X uktadu wspétrzednych to proste o réwnaniach




Cwiczenie 4
Woybierz wszystkie poprawne odpowiedzi. Styczna do okregu:

przechodzi przez srodek okregu.

moze miec z okregiem dwa punkty wspdlne.

O o d

ma doktadnie jeden punkt wspdlny z okregiem.

(] jest prostopadta do promienia w punkcie stycznosci.

Cwiczenie 5
Prosta y = x + 1 oraz okrag 2 + y2 = m s3 styczne dla:

() m=2
() m=1

1
O m=3

Cwiczenie 6
Potacz w pary réwnanie okregu z odpowiadajacym mu réwnaniem stycznej w punkcie (1, 0):

z? + (y +6)° = 37 y=—tz+ ¢
(w—3)2—|—y2=4 y=—x+1
(z —5)° + (y — 4)° = 32 y=20

(z—1)°+(y—4)° =16 z=1



Cwiczenie 7
Rozwiaz krzyzowke:

1.
2.
3.
4,
5.
6.
7.

Prosta, ktora ma dwa punkty wspdélne z okregiem.

Ma wspotrzedne (z, y).

Moze by¢ np. pomocniczy.

Odcinek taczacy dwa dowolne punkty na okregu.

Okrag to ... punktéw rowno oddalonych od ustalonego punktu.

Odcinek taczacy dwa dowolne punkty na okregu, przechodzacy przez jego Srodek.

N o vk 0w DN

Jest nig np. styczna do okregu.

Cwiczenie 8
Uzupetnij rozwigzanie zadania:

Wyznaczymy rownanie stycznej do okregu o rownaniu (z — 3)2 +(y — 1)2 =5,
przechodzacej przez punkt (2, 3).

Z rownania okregu odczytujemy, ze

S = (‘ H ’) orazr = /5.

Po podstawieniu do rownania stycznej do okregu mamy, ze

( = )z —3)+(3-1)(y—1)=5.

Zatem styczna jest postaci y = %x—i—‘ ’




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie stycznej przechodzacej przez punkt lezacy na okregu
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegoétowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

6) znajduje punkty wspodlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli bedacej wykresem funkcji
kwadratowej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e zna pojecie stycznejdo okregu;
e wyznacza rownanie stycznej do okregu kilkoma sposobami;
 stosuje pojecie stycznejdo okregu do rozwiazywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e zuzyciem e-podrecznika;
 objasnienie nowejwiedzy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego;
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,RoOwnanie stycznej przechodzacej przez punkt
lezacy na okregu” i celow zajec, przejscie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci. Nauczyciel
czyta polecenie nr 1 w sekcji ,Animacja” - ,,Obejrzyj animacje, a nastepnie wykonaj
polecenie” - prosi uczniéw, aby zapoznali si¢ z materiatem. Uczniowie zapisuja
ewentualne watpliwosci i niezrozumialte aspekty, ktore zostaly w nim przedstawione -
nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng para uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajac je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Styczna do okregu
» Jak wyznaczy¢ rownanie stycznej?

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzacy powtorzeniu
materialu w temacie ,ROwnanie stycznejprzechodzacejprzez punkt lezacy na okregu”.
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