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Zalezno$¢ miedzy polem tréjkata a promieniem kota

opisanego na trojkacie

Zrédto: Anton Maksimov Juvnsky, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Istnieje ciekawa zalezno$¢ pomiedzy polem trojkata, a promieniem kota opisanego na tym
trojkacie. W materiale pokazemy wyprowadzenia oraz zastosowanie wzorow na pole
trojkata z uzyciem dtugosci promienia okregu opisanego na tym trojkacie. Bazujgc na czesci
teoretycznejoraz omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Wskazesz zwigzek pomiedzy promieniem kota opisanego na trojkacie, a polem
trojkata.

o Wyznaczysz rozne wzory na pole trojkata.

e Obliczysz pola trojkatéow za pomocg roznych wzoréow.

» Rozwiazesz problemy geometryczne, korzystajac z zaleznoSci miedzy polem trojkata,
a promieniem kota opisanego na tym trojkacie.




Przeczytaj

Przypomnijmy definicje okregu opisanego na trojkacie.
Definicja: Okrag opisany na tréjkacie

Mowimy, ze okrag jest opisany na trojkacie wtedy, gdy wszystkie wierzchotki tego
trojkata naleza do okregu.

Przez R oznaczmy promien okregu opisanego na tréjkacie.

Okrag mozna opisa¢ na kazdym trojkacie. I odwrotnie - kazdy trojkat mozna wpisac
w okrag.

Srodek okregu opisanego na trojkacie jest punktem przeciecia symetralnych bokow
trojkata.

Wyznaczymy wzor na pole trojkata, w zaleznosci od rodzaju trojkata, przy uzyciu dlugosci
promienia okregu opisanego na tym trojkacie.

Pole trojkata rownobocznego, na ktérym opisano okrag o promieniu R



Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku. Symetralne bokow trojkata zawieraja
wysokosci, a wysokosci i sSrodkowe trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie, bedacym
srodkiem okregu opisanego na tym trojkgcie i dzielg si¢ w stosunku 2 : 1. Stad

R = %horazh: a23

Zatem

R = a3§,wiec a= RV3
Wobec tego pole trojkgta rownobocznego wyraza si¢ wzorem

(‘@R)z'ﬁ _ 3V3R?

_ a3
P = 4 - 4 - 4

Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego, na ktérym opisano okrag o promieniu R

Srodek okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym jest punktem bedgcym $rodkiem jego
przeciwprostokatne;.



P:%-a-boraszg

Zatem

c=2Roraza® + b? = (2R)* = 4R?

Pole dowolnego tréjkata, na ktérym opisano okrag o promieniu R

Pole trojkata obliczamy ze wzoru:



Z twierdzenia sinusow zachodzg nastepujgce zaleznoSci:

= 2R, zatema = 2R sin

L — 2R, zatemb = 2Rsin 8

= 2R, zatemc = 2R sin~y
Wobec tego

_ 1 ¢ __ abc
P=gab- 55 = g

P = % ca-b-siny = % .2Rsina - 2Rsin B - siny = 2R? sin asin Bsin vy
Otrzymane wzory na pole trojkata, w zaleznosci od dtugosci promienia okregu opisanego

na tym trojkacie, sg uzywane do rozwigzywania bardziej ztozonych problemow
matematycznych.

W obliczeniach czasami bedziemy uzywac¢ wzoru Herona, za pomocg ktorego obliczamy
pole dowolnego trojkata, gdy dane sg dlugosci trzech jego bokow.

P=+/p-(p—a) (p—0)-(p—c),gdziea, b, csadtugosciami bokéw tréjkata oraz
__ atbte
=2

Jezeli uzyjemy wyzej wyprowadzonych zaleznosci, to:

2Rsi 2Rsi 2Rsi i i i
D= sin o+ ;lnﬂ-i- smy R(SlIlOé + smﬁ + sin ’)/)

Przyktad 1

Obliczymy pole trojkata prostokgtnego, w ktoérym jedna przyprostokgtna ma diugosc 4,
a promien okregu opisanego na tym trojkacie wynosi 6.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkat oraz opisany na nim okrag i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.



javascript:void(0);

Niech R bedzie dlugo$cia promienia okregu opisanego na tym trojkacie. Zatem
c=2R=2-6=12

Zatem do wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy rownanie, utworzone na podstawie
twierdzenia Pitagorasa:

a? + 4% = 12

a’?+16 = 144

a®> =128, czylia = 8v/2

Wobec tego pole trojkata wynosi:

P =524 _ 162

Przyktad 2

Obliczymy pole trojkata rownobocznego, w ktorym promien okregu opisanego na tym
trojkacie ma diugosé 44/3.

Rozwiazanie:

Do rozwigzania zadania wykorzystamy wzor na pole trojkata rownobocznego, gdy dana
jest dlugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie:

_ 3v3R?
P ==

Poniewaz R = 4\/5, zatem:



Przyktad 3

Obliczymy dtugos¢ okregu opisanego na trojkacie rownoramiennym o podstawie
dtugosci 8 i ramionach dtugosci 10.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkgt rownoramienny, okrag na nim opisany oraz wprowadzmy oznaczenia,
jak na rysunku. Promien okregu opisanego na trojkacie jest odcinkiem taczgcym
wierzchotek trojkata z punktem, w ktérym przecinaja si¢ symetralne bokow trojkata.

Niech
a=28
b=c=10

Do wyznaczenia pola trojkata, wykorzystamy wzor Herona:

P=/plp—a)(p—0b)(p— c), gdzie p = 2L

Zatemp = S0 — 14,

Wobec tego P = /14 - (14 — 8) - (14 — 10) - (14 — 10) = V14 -6 - 4- 4 = 8v/21.

abe
4R

okregu opisanego na trojkacie, zatem po przeksztalceniu wzoru na pole trojkata mamy:

Poniewaz pole trojkata mozemy obliczy¢ ze wzoru P = gdzie R jest promieniem


javascript:void(0);

_ abe
R_4P

R — 81010 _ 100 _ 254/21
324/21 4v/21 21

Dlugos¢ okregu opisanego na tym trojkacie wynosi:

_ _ 25v/21 50421
L=2n-R=2n- T — o1 T

Przyktad 4

Wiadomo, ze iloczyn sinuséw katow wewnetrznych w pewnym trojkgcie wynosi %,
a pole tego trojkata jest rowne 6. Obliczymy dlugos¢ promienia okregu opisanego na tym
trojkacie.

Rozwigzanie:

Jezeli o, B, v sa miarami katéw wewnetrznych opisywanego trojkata, to z warunku
podanego w zadaniu wynika, ze

sina -sinf-siny = %—g oraz

P=6

Do wyznaczenia dtugo$ciR promienia okregu opisanego na tym trojkacie wykorzystamy
wzOr na pole trojkata:

P = 2R?sin asin Bsin vy

_ 2 12
6=2-R>- 12

Przyktad 5

Obliczymy dtugosci bokéw trojkata, w ktérym miara jednego z katow wynosi 60°, pole
trojkata wynosi 2v/3, a promien okregu na tym trojkacie jest rowny 4.

Rozwigzanie:

Narysujmy okrag opisany na trojkacie i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.



Poniewaz o = 60° oraz R = 4, zatem:

a
sin a

korzystajac z twierdzenia sinusow

a=2-4-2 =43

= 2R, czylia = 2Rsina

Zalezno$¢ pomiedzy dtugosciami bokow b i ¢ oraz polem tréojkata wyraza réwnanie:
2v/3=1.b-c-sin60°
Jezeli wykorzystamy twierdzenie cosinusow, to:

2
(4\/5) = b2+ 2 — 2bc-cos60°

Wobec tego do wyznaczenia dlugosci bokéw b i ¢ rozwigzujemy uklad rownan:
2V/3 = 1-b-c-sin60°
2
(4\/5) = b% +c? — 2bc - cos 60°
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Rozwigzujemy rownanie z jedng niewiadoma:
(8 42 -56=0

c

¢t —56c2+64=0

c=128 —12v/5lube = V28 + 125

Zatem b = 8 — 2V28-12VE g 8 _ 2V281125
Vas-12v5 7-3v5 V28+12v5 7+3V5

Istniejg dwa trojkaty spetniajace warunki zadania:

+ trojkat o bokach dhugosci 4y/3, 225125 orag /28 — 12V/5,
« trojkat o bokach dtugosci 4+/3, M, V28 +124/5

7+3v5

Stownik

okrag opisany na tréjkacie

okrag, na ktorym lezg wszystkie wierzcholki tego trojkata
twierdzenie sinuséw

w dowolnym troéjkgcie stosunek dtugosci dowolnego boku do sinusa kata lezacego
naprzeciwko tego boku jest staty i rowny podwojonej dtugosci promienia okregu
opisanego na tym trojkacie

twierdzenie cosinusow

w dowolnym tréjkacie, kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokoéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokow

i cosinusa kata zawartego miedzy nimi



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8ejlEeGo

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcej zalezno$ci miedzy polem trojkgta
a promieniem okregu opisanego na nim.

Polecenie 2

Woyznacz pole kota opisanego na tréjkacie o bokach dtugosci 8, 10 12.


https://zpe.gov.pl/a/D8ej1EeGo

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Jezeli pole tréjkata rownobocznego wynosi P, to promien okregu opisanego na tym trojkacie
jest réwny:

QR:i

3v3
__ 4PV3
O R=75
V4PV3
O Rp= 103
Cwiczenie 2 ®

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli promien okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym ma dtugosc 4, to pole tego

..............

______________

244/3 ’1—6,@‘32\/5"16\/5"12\/5’




Cwiczenie 3 @

Na podstawie rysunku zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.

12

Wysokos¢ tréjkata rownoramiennego na ktérym opisano okrag, opuszczona na bok
dtugosci 12 ma dtugos¢ 34/5.

[ ] Pole tréjkata réwnoramiennego z rysunku jest rowne 72.
(] Pole tréjkata réwnoramiennego z rysunku jest réwne 54 + 18+/5.

Wysokos¢ tréjkata rownoramiennego na ktorym opisano okrag, opuszczona na bok
dtugoséci 12 ma dtugosé 3+/5 + 9.

O

Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

Oblicz pole trojkata rownobocznego, jezeli pole kota na nim opisanego wynosi 24.



Cwiczenie 6

Oblicz pole trojkata prostokatnego réwnoramiennego, jezeli promien okregu opisanego na tym
trojkacie ma dtugosc 16.

Cwiczenie 7 @
Oblicz obwdéd kota opisanego na tréjkacie o bokach dtugosci 3, 4 i 6.
Cwiczenie 8 @

W tréjkacie dane sa:

pole P = 2,

o=

promien okregu opisanego na tym tréjkacie R =

dtugosc jednego boku ¢ = 2,

obwdd trojkata L = 6.

Wyznacz dtugosci pozostatych bokéw tego trojkata.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zalezno$¢ miedzy polem trodjkata a promieniem kola opisanego na trdjkacie
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trojkacie: srodek okregu wpisanego w tréjkat,
srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz korzysta z ich
wtasnosci;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje zwigzek pomiedzy promieniem kota opisanego na trojkacie, a polem trojkata;
e wyznacza rozne wzory na pole trojkata;

 oblicza pola trojkatow za pomocg roznych wzorow;

» wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 liga zadaniowa;
o metoda kota i myszy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Zaleznos¢ miedzy polem trojkata
a promieniem kota opisanego na trojkacie”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi
kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja”. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum klasy.

5. Cwiczenia numer 6, 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie” uczniowie wykonuja metoda kot i mysz.
Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos$¢. Po 2
nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role
uczniow odwracajg sie i mysz staje sie kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Zaleznos¢ miedzy polem trojkata a promieniem kota
opisanego na trojkacie”).

Materialy pomocnicze:
» Pole trojkata.
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadanie domowe dotyczace
analizy problemu w zakresie znajdowania zaleznosci miedzy polem trojkata,
a promieniem kota opisanego na trojkacie.

» ,Animacj¢” mozna wykorzystac¢ na zajeciach dotyczacych obliczania pola trojkata.
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