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Znasz juz wykres i wiasnosci funkciji liniowej, kwadratowej, wielomianowej. W tym materiale
poznasz wtasnosci funkcji homograficzne;j.

Twoje cele

o Podasz definicje funkcji homograficzne;.

e Rozpoznasz funkcje homograficzne.

e Wyznaczysz dziedzine¢ funkcji homograficzne;j.

» Narysujesz wykres funkcji homograficzne;j.

o Przeksztalcisz wzor funkciji homograficznej z postaci ogolnej do postaci kanoniczne;.

» Wyznaczysz rownania osi symetrii wykresu funkcji homograficznej oraz
wspotrzedne Srodka symetrii wykresu.




Przeczytaj

Juz wiesz
Funkcja homograficzng nazywamy funkcje wymierng
f(a:) — az+b

cr+d

gdzie:
c#0iad—cb#0.

Dziedzing funkcji homograficznejjest zbior R \ {—% :
Powyzszy wzor to postac¢ ogodlna funkcji homograficzne;.

Posta¢ kanoniczna funkcji homograficzne;j:

Wykresem kazdej funkcji homograficznej jest hiperbola. Wykres funkciji f(z) = wfp +q,

r # 0, Dy = R\ {p} powstaje w wyniku przesuniecia wykresu funkcji g(z) = —
o wektor [p, q|.

r
r—p

Asymptotami wykresu funkcji f(z) =

+ q sg proste o rOwnaniach:
T = p — asymptota pionowa
Yy = g — asymptota pozioma

Zauwazmy, ze funkcja nie jest okre$lona dla £ = p i wlasnie prosta o rownaniu z = p jest
asymptotg pionowa. Podobnie funkcja nie przyjmuje wartoSci y = qi prosta y = g jest
asymptota pozioma.

Przyktad 1

Zastanowimy sie, czy ponizsze funkcje wymierne sg przyktadami funkci
homograficznych:

L f(z) = =°
2. f(w) = mﬁg—%
3. f(z) = &L

4. f(z) = 225%
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Rozwiazanie:

Aby sprawdzi¢, czy podane funkcje wymierne sg przyktadami funkcji homograficznych
musimy odczyta¢ wartosci wspotczynnikow i sprawdzi¢ warunki zapisane w definiciji.

1. Tak, poniewazc¢ =1#0i0-0—1-(—10) # 0.

2. Tak, poniewazc=1+#0i4-3—-1-0# 0.

3. Tak, poniewazc = -5 #0i—2-0— (=5) -7 # 0.

4. Tak, poniewazc = —7 #0i4-8 — (=7) - 13 # 0.
Przyktad 2

Pokazemy, dlaczego ponizsze przyktady funkcji wymiernych nie sg przyktadami funkcji
homograficznych:

L f(z) = =52

2. f(@) = 255"

Rozwigzanie:
1. Nie jest to funkcja homograficzna, poniewaz ¢ = 0
2. Nie jest to funkcja homograficzna, poniewaz5-3 —1:-15=0

Przyktad 3

Wyznaczymy dziedziny podanych funkcji homograficznych:

L fl@) =2

2. f(z) = ac2+mf>

3. f(2) = =0

4. f(z) = 22
Rozwigzanie:

1. Dy =R\ {0}

2.Dy =R\ {5}
3.D; =R\ {2}

4.D; =R\ {4}



Przyktad 4

Przeksztatcimy wzor funkcji f(z) = %@5 do postaci kanonicznej oraz narysujemy

wykres tej funkcji.
Rozwigzanie:

Posta¢ kanoniczna:

_ —a+5 _ —(z=3)+2 2
f(ZE) - mx—3 - z—3 = -1+ z—3

zatem, najpierw nalezy narysowa¢ wykres funkcji g(z) = 2, a nastepnie przesung¢
o wektor [3, —1].

Wykres funkcij:

—-—g+5
z—3

EY

Przyktad 5

Wyznaczymy wszystkie punkty o obu wspotrzednych catkowitych nalezace do wykresu
4x—6
z—1 °

funkcji homograficznej f(z) =
Rozwiazanie:
Przeksztatcimy wzoér funkcji f(z) = 4= do postaci kanonicznej:

r— 4(x—1)—2
f(ZB): i:flﬁ = (mf} =4 - le

Poniewaz 4 jest liczba catkowitg, wartos¢ funkcji f(x) bedzie liczbg catkowitg, jesli
wyrazenie % bedzie liczbg catkowity. Zatem x — 1 musi by¢ dzielnikiem liczby 2, czyli:



r—1=2
lub
r—1=1

lub

lub

r—1=-1,

zatemz € {—1, 0, 2, 3}.
Odpowiedz:

Punkty o obu wspolrzednych catkowitych nalezace do wykresu funkciji f, to:
(—-1,5),(0,6), (2,2), (3,3).

Przyktad 6

Wyznaczymy réwnania osi symetrii oraz wspotrzedne Srodka symetrii wykresu funkcji

flz) =35

Rozwigzanie:

Przeksztatcimy wzor funkcji f(z) = %ﬁ; do postaci kanonicznej:

flo) =S¢ =S5 =8 -7

Wykres funkciji f(z) = ‘{;“’—J:F; powstaje w wyniku przesuniecia wykresu funkcji

g(z) = —% o wektor [-2, 3].

Wykres funkciji g(z) = —% posiada osie symetrii o rownaniach: y = z oraz y = —z.
Wraz z przesunieciem wykresu funkcji, przesuwaja si¢ rowniez jego osie symetrii, czyli
osie symetrii wykresu funkcji f maja wzory:

y=(z+2)+3=z+5
y=—(r+2)+3=—-z+1

Srodek symetrii jest punktem przeciecia sie asymptot wykresu funkcii, czyli ma
wspotrzedne (-2, 3).

Odpowiedz:



Rownania osi symetrii:
y=z+95

y=-—-c+1

Wspolrzedne srodka symetrii:

S =(-2,3)

Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji f(z) = ?f—j'; oraz $rodek symetrii i osie

symetrii wykresu.

Przyktad 7

Udowodnimy, ze funkcja f(z) = %, x # 1 jest malejgca w zbiorze (—oo, 1).
Rozwigzanie:

Zalozenie:

f(l’): 2m:11an:R\{1},$1,$2 S (—OO,l)iJ,’l < X9

T

Teza:
f(z1) > f(x2)
Dowod:

Zbadamy znak réznicy wartoéci funkcji f dla argumentéw x, 3 € (—o00, 1):



21 2z9—1 _ (2z1—1)(x2—1 2z2—1)(z1—1)
'f(wl) o f(w2) o 1611—1 o 9622—1 - (9311—1)(:522—1)) N ((1312—1))((4321—1)) -

_ 2wz —2mi—mot 1 2mmatmi+2aa—1 _ _ —(z31-2))
(l‘l—l)(itz—l) (:l?l—l)(:l:z—l

y > 0
Uzasadnienie:
e 1 — 29 < 0zzalozenia, poniewaz £1 < xo
e —(xy — ®3) > 0 poniewaz iloczyn dwoch liczb ujemnych jest liczbg dodatnig
e 1 — 1 < 0z zalozenia, poniewaz x; < 1
e s — 1 < 0z zalozenia, poniewaz xs < 1

e (7 —1)(x2 — 1) > 0, poniewaz iloczyn dwoch liczb ujemnych jest liczba dodatnia

—(z1—22)
(z1—1)(z2-1)

> 0, poniewaz iloraz dwoch liczb dodatnich jest liczba dodatnig

Otrzymalismy nieréwno$¢ f(z1) — f(x2) > 0. Zatem funkcja jest malejgca, poniewaz

f(z1) > f(z2), co nalezato udowodnic.

Stownik

funkcja wymierna

funkcja f(x) = %g; , gdzie Wi(x), Wy () sa wielomian i Wy(x) # 0

asymptota krzywej

prosta jest asymptotg danej krzywej, jesli dla punktu oddalajgcego si¢ nieograniczenie
wzdtuz krzywej odlegtosc¢ tego punktu od prostej dazy do zera. Asymptota funkcji to
asymptota krzywej stanowigcej wykres funkcji




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z zadaniem i jego rozwigzaniem zawartym w galerii zdje¢ interaktywnych. Na ich
postawie wykonaj polecenie 2 i 3.

Polecenie 2
)
Funkcja f(z) = ;}iz jest:
funkcja statg c=0
funkcjag homograficzng c=2
funkcja liniowa dlac € R\ {0,2}

Polecenie 3




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O

Cwiczenie 1

Wskaz wzory funkcji homograficznych.

O f@) =52
O f@) =35

() f(z) =225

O f(=) = 55

Cwiczenie 2

Potacz w pary funkcje homograficzng i jej dziedzine.

RA {1}
R\ {-1}
R\ {6}
R\ {-6}



Cwiczenie 3

Posta¢ kanoniczna funkgcji f(x) =

O flz)=

O flz) =

O flz)=

O flz) =

Cwiczenie 4

lle punktow, o obu wspoétrzednych catkowitych, nalezy do wykresu funkcji f(zc)

O 3

() nieskonczenie wiele

O 2

O 6

3
r—2

+4

+3

+3

+3

3r—2
r—2

to:

—3z—2 5

42



Cwiczenie 5

Dopasuj rownania asymptot wykreséw funkcji do ich wzoréw.

Cwiczenie 6

Srodkiem symetrii wykresu funkcji f(z) = ?;‘”—J:‘z‘g jest punkt:

O (27 _3)
O (_2’ 3)
O (_27 _3)

O (2,3)
Cwiczenie 7

—2z+3

Wyznacz réwnania osi symetrii wykresu funkcji f(z) = —55~.

Cwiczenie 8

Wykaz, ze funkcja f(z) = ﬁﬁ jest rosnaca w przedziale (—oo, —1).



Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcja homograficzna

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

13) postuguje sie funkcjg f(x) = %, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych,;

Zakres rozszerzony.
Uczen:

3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej wzorem, jak w przyktadzie: wykaz, ze funkcja

f(z) = i;; jest monotoniczna w przedziale (—oo, —2).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje definicje funkcji homograficznej;

e rozroznia funkcje homograficzne;

o wyznacza dziedzine¢ funkcji homograficzne;j;
 rysuje wykres funkcji homograficzne;j;



o przeksztatlca wzor funkcji homograficznejz postaci ogolnej do postaci kanoniczne;j;

e wyznacza rownania osi symetrii wykresu funkcji homograficznejoraz wspotrzedne
srodka symetrii wykresu;

e wyznacza rownania asymptot wykresu funkcji homograficzne;j.

Strategie nauczania:
o konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca w parach;

praca indywidualna;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu dla uczniow;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji:
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z sekcjami ,Wprowadzenie” oraz ,Przeczytaj’
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.
2. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w parach. Kazda z par zapoznaje si¢ z galerig zdje¢ interatywnych
dotyczacych funkcji homograficzne;.

2. Uczniowie wspolnie wykonuja polecenia.

3. Nastepnie w grupach 4-osobowych rozwiazuja ¢wiczenia 1 - 8 z sekciji ,Sprawdz sie”
Rozwigzania przedstawiajg wspolnie podczas rozmowy z calg klasg. Nauczyciel
komentuje rozwigzania, pozostali uczniowie zglaszajg ewentualne uwagi.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Nauczyciel prosi wskazanych uczniow o podanie, czego dotyczyta lekcja oraz jakie
umiejetnosci zdobyli podczas lekciji

Praca domowa:

» Uczniowie maja za zadanie przygotowac zadania do rozwigzania dla kolezanki lub
kolegi z tawki, analogiczne do ¢wiczen 315 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie
wymieniaja si¢ zadaniami mailowo, rozwigzujg i poréwnuja swoje wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Wykresy funkcji f(z) = &
Wskazowki metodyczne:

o Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ podczas powtorzenia wiadomosci
o funkcji wymierne;j.
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