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( Dyskusja liczby rozwigzan rownania kwadratowego

zupetnego z parametrem

A > v/

Parametry w rownaniach stosujemy w celu uogolnienia zadania i jego rozwigzania.

Parametry w matematyce najczeSciej oznacza si¢ poczatkowymi literami alfabetu
(a, b) lub literami m, n, p, s. Koncowe litery alfabetu czesto uzywane sg jako zmienne, cho¢
nie jest to regulq.

W tym materiale zajmiemy si¢ dyskusja liczby rozwigzan rownania kwadratowego
zupelnego z parametrem. Zwrocimy szczegblng uwage na zatozenia zwigzane ze
wspotczynnikiem wystepujacym przy najwyzszej potedze niewiadome;j. Jezeli wspotczynnik
przy 2 bedzie réwny zero, wéwczas otrzymamy réwnanie liniowe.

Twoje cele

e Zbadasz liczbe rozwiazan rownania w zaleznosSci od parametru wystepujacego
w réwnaniu.

e Znajdziesz wszystkie takie warto$ci rzeczywiste parametru, aby rozwigzania
rownania spelniaty okreslony warunek.




Przeczytaj

Rownanie kwadratowe zupelne - jest to rownanie postaci:
ax’? +br+c=0,

gdzie:
a, bic - sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi réznymi od zera.

Liczba rozwigzan réwnania kwadratowego zupelnego jest uzalezniona od znaku wyréznika
trojmianu kwadratowego, zwanego delta.

Twierdzenie: Liczba rozwigzan rownania kwadratowego
Rozwazmy réwnanie kwadratowe az?® + bz + ¢ = 0, a # 0.

1. Jezeli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:

_ —b-vA _ —btVA
1 = 30 P2 = 2¢
2.Jezeli A = 0, to rébwnanie ma jeden pierwiastek, nazwany podwéjnym
pierwiastkiem:
Ty — Sa "

3.Jezeli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkow.

Dlatego w rozwigzywaniu zadan dotyczacych analizy liczby rozwigzan réwnania
rozpatrujemy znak wyro6znika trojmianu kwadratowego.

Aby pierwiastki rownania kwadratowego zupelnego byly okreslonego znaku, dodajemy
jeszcze warunki zwigzane ze wzorami Viete'a.

Rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki jednakowych znakéw wtedy i tylko wtedy, gdy
speinione sg nastepujace warunki:

1. A>0
2. ¢1-x29>0

Réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki réoznych znakéw wtedy i tylko wtedy, gdy
speinione sg nastepujace warunki:

1. A>0
2. $1'$2<0'

Rownanie kwadratowe ma dwa rozne pierwiastki ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sg warunki:


javascript:void(0);

2. A>0
3.1 x93 >0 .
4. 1 +x2 <0

Rownanie kwadratowe ma dwa rozne pierwiastki dodatnie wtedy i tylko wtedy gdy,
spelnione sg warunki:

(2. A >0
3. 2122 >0 .
4. 1 +x2 >0

Przyktad 1

Wyznaczymy takie warto$ci parametru m, dla ktorych réwnanie kwadratowe
(m — 2)z? + 2mx + (m + 3) = 0 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste.

Rozwigzanie

Najpierw ustalimy, dla jakich warto$ci parametru m réwnanie jest kwadratowe.
Aby rownanie bylo kwadratowe: m — 2 # 0 = m # 2.

Aby rownanie miato dwa rozne pierwiastki rzeczywiste A > 0.

Wyznaczymy wyrownik trojmianu:
A=(2m)’—4-(m—2)(m+3)=4m?—4- (m?+3m—2m —6) =
Zatem:

=4m?2 —4m? —4dm +24 = —4Am + 24

—4m +24 >0
—4m > —24
m < 6

. [meR\ {2}
Czyli {m € (—c0, 6)

Zatem, aby rownanie miato dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, musi zachodzi¢ warunek
m € (—oo, 2)U(2,6).

Przyktad 2

Ustalimy liczbe pierwiastkéow réwnania zz? — 42 — 1 = 0 w zaleznosci od parametru z.




Rozwigzanie

1. Jezeli z = 0 réwnanie jest liniowe. Obliczymy teraz rozwigzanie tego roOwnania.
0-2°—4z—-1=0
—4xr =1
__1
r=—7

Czyli dla z = 0 rownanie liniowe ma jedno rozwigzanie.

2.Jezeli z € R\ {0} réownanie jest kwadratowe.
zz? —4r —1=0
A=(—4)°—4-z-(-1) =16 + 4z

1. Aby rownanie kwadratowe miato dwa rozwigzania A > 0.
16 +42 >0
4z > —16
z>—4
z€ (—4,0) U (0, o).
2. Aby réwnanie kwadratowe miato jedno rozwigzanie A = 0, czyli z = —4.
3. Aby rownanie kwadratowe nie posiadato rozwigzan A < 0, czyli z < —4.
z € (—oo, —4).

Odpowiedz:
Réwnanie zz? — 4z — 1 = 0 ma:
« dwarozwigzania dla z € (—4, 0) U (0, o),
e jedno rozwiazanie dla z € {—4, 0},
« nie posiada rozwigzan dla z € (—oo, — 4).
Przyktad 3

Obliczymy, dla jakich wartoéci parametru m réwnanie (m + 3)x? + 2z + (m —2) = 0
ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Rozwigzanie

1. Dlam + 3 = 0, czyli m = —3, rownanie jest liniowe.
2 +(-3-2)=0
20 —5=0
2z =5
=3
Rownanie ma doktadnie jedno rozwigzanie.
2. Jezeli m # —3, to otrzymujemy réwnanie kwadratowe, ktére ma jedno rozwiazanie,

jezeli A = 0.



(m+3)z?+2x+(m—2)=0
A=4—-4-(m+3)(m—-2)=4—4-(m*—2m+3m —6) =
=4 —4m? —4m + 24 = —4m? — 4m + 28

A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy: —4m? — 4m + 28 = 0| : (—4)
m2+m-—T7=0

Ap=1—4-(=7)=29= /A, =v29

—1—+/29
my = 3

—1+v29
mo — —5

Rownanie ma jedno rozwiazanie dlam & {—3, 7172' 29 , 71+2~ 29 }

Przyktad 4

Wyznaczymy takie warto$ci parametru m, dla ktorych suma odwrotnosci dwoch
pierwiastkéw rownania mz? + (m — 1)z + 3 = 0 jest rowna 1.

Rozwigzanie

Rownanie musi spetnia¢ warunki:
La#0

2.A>0

3. - +L =1

Z1 T2

1. a # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy m # 0
2A=(m—-1°—-4-m-3=m>—2m+1—-12m=m? — 14m+1

m?—14m+1>0

Ay = (—14)% —4-1=196 — 4 = 192

VA, =83

my = M_ng =7—4\/§

my = 14+T8\/§ =7+4V3

m € (—oo, 7—4\/§>U<7+4\/§, oo).

—b

1 L _Tto o b
3' 112_1 + To 1321':1721 % - ¢
—(m-1)
3 1
m—1=-3
m= —2
Uwzgledniajac rozwigzane warunkow (1), (2) i (3) otrzymujemy: dla m = —2 suma

odwrotnosci pierwiastkOw rownania jest rowna 1.

Przyktad 5



Wyznaczymy warto$ci parametru p, dla ktérych rownanie (1 — p)cc2 —2pz+p+3=0
ma dwa rozne pierwiastki ujemne.

Rozwigzanie

Rownanie ma dwa rozne pierwiastki ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg
warunki:

a#0
A>0
T, Ty >0
1 +x2 <0

W=

lLa=1-p
1-p#0
p# 1.
2.A=(-2p)°—4-(1-p)(p+3)=4p* —4- (p+3—p*—3p) =
= 4p® + 8p — 12 + 4p* = 8p® + 8p — 12

A > 0 wtedyi tylko wtedy, gdy: 8p> + 8p — 12 > 0

2p? +2p—3 >0
Ap=4—-4-2-(-3)=4+24=28
VA, =28 =2V7

p1 =

=2V 1T
& T T 2
o —242VT . —14VT
bo=—4 = ">
pE (—oo, _1§ﬁ) U (_1_2“/?, oo).
3.x1-x9 >0

>0 -(1-p)p#1

(p+3)(L—p)>0

p=-3Vp=1

p e (—=3,1).
4.21+x22 <0

£ <0|-(1-p)®

2p(1 —p) <0

p=0lubp=1

p € (—oo, 0) U (1, oo).

Znajdujemy czes$¢ wspolng zbioru rozwigzan (1), (2), (3), (4).



-5 ~1 —af7 =il 0 —14++/7 1

Ostatecznie: p € (—3, _1;‘/7>.

Stownik
réwnanie kwadratowe zupetne
rownanie postaci:
ax’ +br+c=0,

gdzie:
a, bic - sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi roznymi od zera




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdjec interaktywnych i przeanalizuj przedstawiony w niej sposdb
przeprowadzenia dyskus;ji istnienia i liczby rozwigzan rownania kwadratowego w zaleznosci od
parametru k oraz pokazujaca wzor i wykres funkcji f(k) przyporzadkowujacej parametrowi k
liczbe rozwigzan réwnania.

Polecenie 2

Dla jakich wartosci parametru k réwnanie (k:2 — l)x2 + (2k — 1)z + 1 = 0 ma dwa rozne
rozwigzania?



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Réwnanie (z2 — 4) x? — 2zx + 22 — 1 = 0 nie jest
rownaniem kwadratowym dla

0 0O O
i
|

(] z=1

Cwiczenie 2 3

Przeciagnij w wyznaczone miejsce odpowiedni znak nierdwnosci.
Aby réwnanie kwadratowe maz? + (m — 2)3: + 3 = 0 miato co najmniej jedno rozwigzanie:

=< ==

Cwiczenie 3



Cwiczenie 4

Zaznacz wszystkie poprawne liczby. Réwnanie(z2 — 9) z? — 2¢/3zz — 1 = 0 ma doktadnie

jedno rozwigzanie dla parametru z rownego:

o 0o o o O
|

_ 3
2
0 3

2

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Zaznacz poprawna odpowiedz. Réwnanie pz? + 2z — 4 = 0 ma dwa rézne rozwiazania dla:

0O 0 o o©
i
Mm
0
<
G



Cwiczenie 7

Dla jakich wartosci parametru p réwnanie (p2 — 4) z? 4 3z + 1 = 0 ma dwa rézne

pierwiastki dodatnie? Potgcz warunek z rozwigzaniem.

a#0
A>0
T1-x2 >0

r1+x2 >0

Cwiczenie 8

Dla jakich wartos$ci parametru m réwnanie |:c2 —

pE (—OO, _2)U(2’ OO)

)

|

JUS (_%7
pE (_2a 2)
peR\{-2,2}

@

4‘ = m? + 2 ma dwa rézne rozwiazania?



Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dyskusja liczby rozwigzan rownania kwadratowego zupelnego z parametrem
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres rozszerzony.

Uczen:

5) analizuje robwnania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan w zalezno$ci od
parametrow, podaje warunki, przy ktorych rozwigzania majg zagdang wtasnos$c, i wyznacza
rozwigzania w zaleznos$ci od parametrow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje w zakresie wielojezycznosci

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e bada liczbe rozwigzan réwnania w zaleznoS$ci od parametru wystepujagcego w rownaniu
e przeprowadza rozumowania zwigzane z analiza rownania kwadratowego zupeinego

Z parametrem
o formutluje wnioski i uzasadnia ich poprawnos¢

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

 Sniezna kula
o dyskusja
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animacji

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetnosci zwigzane ze
sposobami rozwigzywania rownan kwadratowych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metoda $nieznej kuli. Najpierw wymieniaja si¢ miedzy
sobg wiadomos$ciami dotyczacymi sposobow rozwigzan roéwnania kwadratowego
zupelnego, ktore przypomnieli w domu. Nastepnie t3czg sie w grupy 4 osobowe
omawiajg przyklady z sekcji ,,Przeczytaj"

2. Uczniowie ogladaja galerie zdjec¢ interaktywnych i analizujg dyskutujac liczbe
rozwigzan rownania kwadratowego zupeinego z parametrem.

3. Uczniowie w parach wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.
Wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen
interaktywnych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



Uczniowie rozwigzuja Przykiad 2 umieszczony pod galeria zdje¢ interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Rownanie kwadratowe

Wskazowki metodyczne:

Przyklady zawarte w galerii zdje¢ interaktywnych uczniowie mogg potraktowac jako
material powtorzeniowy. Galeria zdje¢ interaktywnych moze postuzy¢ jako przyktad
zastosowania wykresu funkcji.


https://epodreczniki.pl/a/rownanie-kwadratowe/D56nu3HrC

