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Zrédto: Ryan Geller on Unsplash, domena publiczna.

Heron z Aleksandrii, zwany tez Heronem Mechanikiem, zyt ok. I wieku n.e. Zajmowat si¢
geodezjg, optyka, hydrostatyka. Opisat urzadzenia poruszane silg powietrza lub pary
wodnej. Wynalazt m.in. mechanizm, dzigki ktoremu automatycznie otwieraty sie drzwi
Swigtyni, gdy zapalano ogien na oltarzu. Jego najwazniejsze osiggnieciami w zakresie
matematyki to: wzor na pole trojkata, przyblizone obliczenia pierwiastkéw kwadratowych
i szeSciennych oraz wzory na objetosc i pole wielu figur geometrycznych.

Twoje cele

Udowodnisz wzor Herona.

Zastosujesz wzor Herona do obliczania pola trojkata.

Okreslisz pole trojkata roznymi sposobami.

Znajdziesz wysokos¢ trojkata o bokach danej dtugosci.


https://unsplash.com/@ryangeller?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText
https://unsplash.com/s/photos/triangle?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText

Przeczytaj

Wzor Herona pozwala obliczy¢ pole trojkata, gdy znane sg dlugosci jego bokow.

Wzor ten ma duze znaczenie praktyczne, pozwala obliczy¢ pole trojkata bez znajomosci
jego wysokosci. Jest to bardzo przydatne przy wyznaczaniu pola powierzchni gruntow.

Wzor Herona;

P=/p(p—a)(p—b)(p —c).

gdzie:
a, b, c — dlugosci bokow trojkata, 2p = a + b + ¢, P - pole trojkata.

Wyprowadzenie wzoru Herona

Dany jest dowolny tréjkat ABC:



|AB| = c,

|BC| = a,
|AC| = b,
|AD| = =,
|CD| = h.

Wykorzystamy wzor na pole trojkata postaci:
P=1c h
Trojkat ADC jest prostokatny, zatem:
7 =cosa,
x =b-cosa.

Z twierdzenia Pitagorasa:

P=+c-h,
2P =c-h,
AP? = R

Podstawiajgc h? = b? — 2® do wzoru 4P? = c2h? otrzymujemy:



4P? = c? (b2 — ar:2) = b — *x?.
Z twierdzenia cosinusow, dla tréojkata ABC:
a?=b"+c>—2-b-c-cosa.

Poniewaz x = b - cos a, to:

a? = b + ¢ — 2cr,

2cx = b? + 2 — a’.
Podnosimy obie strony tego wyrazenia do kwadratu:

4ctz? = (B* + 2 — a2)2,

4P?% = c2b? — c*x2.

Mnozac stronami przez 4 otrzymujemy:
16 P? = 4c*b? — 4c’x?.
Podstawiajac:
4ctz? = (B + % — a2)2,
otrzymujemy:
16P% = 4cb? — (b2 + % — a2)2.
Zapiszmy prawag strone tej rownosci w postaci roznicy kwadratow:
4°* — (b + % — a2)2 — (2¢b)* — (b* +c* — a2)2.
Korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow otrzymujemy:
(2¢b)® — (b* +c* — a2)2 = (2¢cb— (b* + % — a?)) (2¢cb + (b° + % — a?)).
Po podstawieniu:
16P? = (2¢b — (b2 +c? — a2)) (2¢b + (b2 +c* — a2)).
Pierwsze wyrazenie po prawej stronie zapiszemy jako:
2¢cb — (b2+cz—a2) =2cb—b? -2 +a’=
=a’>— (b* —2cb+ %) =a® - (b—c)*.

Drugie wyrazenie po prawej stronie zapiszemy jako:


javascript:void(0);

2¢cb + (b2 + c? —a2) =2ch+ b2 +c?—a’=
= (> +2bc+ ¢?) —a? = (b+c)* — a’.
Otrzymujemy zatem:
16 P? = <a2 —(b— c)2> ((b +c)? — a2>.
Przeksztalcamy do postaci:
a2—(b-—cP=@—-(b-—0c)(a+(b-c)=(@—b+c)a+b—rc),
b+ce)—a?=((b+c)—a)((b+c)+a)=(b+c—a)b+c+a)
Otrzymujemy:
16P2=(a—b+c)la+b—c)(b+c—a)(b+c+a).
Poniewaz 2p = a + b + ¢, zapisujemy wyrazenia w nawiasach nastepujaco:
(a—b+c)=a+b+c—2b=2p—2b=2(p—0),
(a+b—c)=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—c),
(b+c—a)=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a).
Po podstawieniu otrzymujemy:
16P2=2(p—0b)-2(p—c)-2(p—a) - 2p,
16P* = 16p(p — a)(p — b)(p — ¢),
P?=p(p—a)lp—b)(p—o).
Otrzymujemy ostateczny wzOr:

P=/p(p—a)(p—b)(p— o).

Przy wyprowadzeniu wzoru skorzystaliSmy ze wzorow skroconego mnozenia:
VP — 22 = (v—2)(v+2),
(v—2)° =02 — 20z + 22,
(v+ 2)* = v + vz + 22,
Przyktad 1

Obliczmy pole trojkata, ktorego boki majg dtugosci 6, 8, 12.



Rozwigzanie:
Oznaczmy:
a=6b=38,c=12.
Otrzymujemy:
a+b+c=2p,

6+ 8 + 12 = 26,

2p = 26, stad p = 13.

Podstawiamy do wzoru: P = 1/p(p — a)(p — b)(p — ¢),

P=,/13(13-6)(13 — 8)(13 — 12) = V13- 7-5- 1 = v/455.
Odpowiedz:

Pole trojkata wynosi v/455.

Przyktad 2

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat o bokach diugosci a = 15,
b=17ic = 20.

Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru: P = p - r, gdzie:

P = /p(p—a)(p— b)(p — ¢) - pole trojata,

p - polowa obwodu trojkata, » — dtugos¢ promienia okregu wpisanego w ten trojkat.
Obliczymy najpierw obwod tego trojkata:

2p =15417+ 20,

2p = 52,

p = 26.

Wyznaczamy pole trojkata:

P = ./26(26 — 15)(26 — 17)(26 — 20) = v/26 - 11 -9 - 6 = 61/429.

Obliczamy dtugos¢ promienia okregu:



rzﬁ,zatem:r— 6‘/E ‘/_9
P 13
Przyktad 3

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie o bokach dtugosci a = 8§,
b=12ic = 16.

Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru: P = 4 gdzie: P = /p(p — a)(p — b)(p — ¢)

P = /p(p—a)(p—b)(p— c) - pole trojkata,

p - potowa obwodu trojkata,

R - dlugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie.
Obliczymy najpierw obwod tego trojkata:

2p = 8+ 12 + 16,

2p = 36,

p = 18.

Wyznaczamy pole trojkata:

P =4/18(18 — 8)(18 — 12)(18 — 16) = v/18-10- 6 - 2 = 12V/15.
Obliczamy dtugos¢ promienia:

abe 8-12-16 32v15
= zatem: R = = — .
R 4P 4-12y/15 15

Przyktad 4

Dhlugosci bokow trojkgta tworzg 3-wyrazowy cigg arytmetyczny o roznicy 7. Suma dwoch
skrajnych wyrazow tego ciggu jest o 16 wigksza od wyrazu srodkowego. Obliczymy pole
trojkata.

Rozwigzanie:
Oznaczymy wyrazy ciggu przez: a,a + 7, a + 14.
Z warunkéw zadania:a +a + 14 = a + 7 + 16, zatem: a = 9.

Boki tréjkata majg zatem dlugosci: a = 9, b = 16, ¢ = 23.

Skorzystamy ze wzoru Herona: P = \/ p(p—a)(p—b)(p—oc).



Obliczymy obwod tego trojkata:
2p =9+ 16 + 23,

2p = 48,

p = 24.

Wyznaczamy pole trojkata:

P=./24(24—9)(24 — 16)(24 — 23) = v/24- 15 - 8 - 1 = 24+/5.

Stownik
twierdzenie cosinuséw

jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokoéw tréjkata, natomiast o, 3, v odpowiednio miarami katow
lezacych naprzeciw tych bokow, to:

c® = a® + b> — 2abcosy

a? = b2+ ¢ — 2bccos

b?> = a® + ¢ — 2accos B



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja dotyczacg wzoru Herona. Nastepnie rozwigz zadania i sprawdz

odpowiedzi.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DYzhTh5Im

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcy wykorzystania wzoru Herona.

Polecenie 2

Oblicz pole tréjkata, ktérego boki majag dtugosci 7, 8§, 9.

Polecenie 3

Oblicz pole tréjkata, ktérego boki majg dtugosci 10, 4, 12. Nastepnie oblicz dtugo$¢ najdtuzszej

wysokosci tego trojkata.


https://zpe.gov.pl/a/DYzhTh5Im

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Zaznacz poprawng odpowiedz. Pole tréjkata o bokach dtugosci 2, 4 i 5 wynosi:
V21
O 35
() +/231.
V231
O~

O Va1

Cwiczenie 2

Dobierz pole tréjkata do odpowiadajacych mu dtugosci bokow.

4, 6, 8 315
5 7, 8 24/14
3,5,6 65

4,7, 9 10v/3




Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dany jest trojkat o polu 6\/§. Boki tego tréjkata maja

dtugosci:

o O O

O

3, 7,

Cwiczenie 4

Uporzadkuj tréjkaty o podanych ponizej bokach rosngco wzgledem wielkosci ich pola.

5, 9,

3, 9,

6, 9,

47 9?

10

10

11

11

O

O

14

O



Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Najdtuzsza wysokos¢ trojkata o bokach dtugosci 7, 9i 10
WYNosi:

24+/26
.

481/26

o O O

64/26
O uE
Cwiczenie 6

Dany jest tréjkat o bokach dtugosci 6, 8 i 12. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan.

Prawda Fatsz

Pole tego tréjkata wynosi

NG O O

Najdtuzsza wysokos$¢ tego

o O O

trojkata wynosi ~—=5—.

Najkrotsza wysokosc¢ tego

e O O

trojkata wynosi ~55—.



Cwiczenie 7 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Najkrotsza wysokos$¢ trojkata o bokach dtugosci 9, 101 11
WYNosi:

10v/2
5.

304/2
1

O
O 24
O
O wi

Cwiczenie 8 @

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Dwa boki tréjkata majg dtugosci 10 i 22, a jego pole
wynosi 164/ 21. Dtugos¢ trzeciego boku tego trojkata moze by¢ réwna:

[ 2v1L
) 16.
) 18
) 30.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor Herona

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.
Uczen:

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkoéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e udowadnia wzor Herona
» wykorzystuje wzor Herona do wyznaczania pola trojkata o danych bokach
e wyznacza wysokos¢ trojkata, korzystajac ze wzoru Herona



 analizuje zadania geometryczne oraz wybiera najefektywniejsza metode prowadzaca
do ich rozwigzania

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
e burza moézgow
 analiza przypadku

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu
 projektor multimedialny

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie pracujgc w grupach sporzadzaja mape mysli, zawierajgcg sposoby
wyznaczania pola trojkata.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel podaje wzor Herona - uczniowie metodg burzy mozgow proponuja sposoby
jego udowodnienia.

2. Uczniowie pracuja w grupach - po wybraniu jednejz metod udowodnienia wzoru
Herona, probuja udowodni¢ ten wzor. Jesli wybrany spsodb zawodzi - metodg analizy
przypadku Sledzg rozwigzanie zaprezentowane w sekcji Przeczytaj.

3. Grupy prezentujg swoje dowody (jesli sa inne niz w sekcji Przeczytaj) lub rozmawiajg
o tym, dlaczego nie udato im si¢ doprowadzi¢ swoich dowodow do konca.

4. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z przyktadami z sekcji Przeczytaji animacja.

Ul

. Chetny uczen rozwigzuje zadanie nr 3 z animaciji.
6. Nastepnie uczniowie pracujg w parach - kazda osoba z danej pary na zmian¢ podaje
dtugosci bokow trojkata, a kolezanka /kolega z pary oblicza pole tego trojkata.



7. Uczniowie wspolnie ustalaja algorytm sposobu obliczania pola trojkata o bokach dane;j
dtugosci.

8. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia interaktywne 7-8.

9. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek oraz zwraca uwage na
poprawnos¢ zapisow.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos¢ uczniow.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 1-6.
Materialy pomocnicze:

o Pole trojkata
» Obliczanie poli obwodow trojkgtow
e Pole trojkata

Wskazowki metodyczne:

Materialy zawarte w animacji uczniowie moga wykorzysta¢ przygotowujac sie do lekciji.
Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach poswieconych wyznaczaniu pol wielokgtow.
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